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重要なお知らせ

• 受講を希望される方は，本日の宿題を必ず提出してください．提出者リストがそのまま受講者名簿とな
ります．（それとは別に web 上の教務システムでの受講登録を忘れずに行ってください）

授業の概要

■最新情報 この科目の講義概要，講義資料，履修上の注意は，web ページ

http://kotaro.math.kyushu-u.ac.jp/class/geometry-1/

に置きます（2009年 4月 13日現在準備中）．ご利用ください．

■授業の概要 ユークリッド空間，球面，双曲空間内の曲面について学びます．

■教科書 とくに指定しません．

■参考書 とくに指定しないが，授業の際に文献を紹介します．

■授業の進めかた 通常の講義．時間の制約から，多くの場合，詳しい証明などは省略します．そのうちのい

くつかは演習問題にしておきます．

■オフィス・アワー 授業のある日の 12時 00分から 12時 30分までをオフィス・アワーといたします．1433

（山田の部屋）におりますので，御用の方は声をかけてください．

■成績評価の方法

1 毎回，宿題として授業の内容に関連した問題を出します．所定の用紙に解答を記入し，所定の日までに

提出してください．

2 おなじ用紙に， 前回までの授業内容に対する質問，あるいは講義・講義資料の誤りの指摘を記入して

ください．

1 を 5点満点，2 を 5点満点で評価し，合計の得点を評価の材料とします．

提出期限は，原則として，授業のあった週の木曜日 17時です．

■注意 いろいろなところで公言していますが，山田はわかりにくい授業をめざしています．講義を聴いたら

そこでわかった気になるのではなく，講義で省略した部分を埋め，関連する問題を解き，さらに講義内容が自

分の頭のなかで再構成できるように復習してください．もし，講義がわかりやすすぎるようでしたら，クレイ

ムをつけてください．
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1 ユークリッド空間の曲面

1.1 曲面

この講義では，2次元多様体 Σ から 3次元ユークリッド空間 R3 へのはめこみ

f : Σ −→ R3

を（ユークリッド空間の）曲面とよぶ．多様体 Σ の局所座標系 (U ; u1, u2) をとれば，f は R2 の領域 U か

ら R3 への可微分写像と思うことができる．とくに f がはめこみである，とは，各点 p において

(1.1)
∂f

∂u1
(p) と

∂f

∂u2
(p) が一次独立

が成り立つことと同値である*1．

点 p ∈ Σ に対して

(1.2) Vp := f∗(TpΣ) = Span
{

∂f

∂u1
(p),

∂f

∂u2
(p)

}
は R3 の 2次元部分空間をあたえる．これを p における曲面 f の接平面とよぶ．すると，Vp の直交補空間

は R3 の 1次元部分空間となるが，その単位ベクトル ν(p) を曲面 f の p における単位法ベクトルという．

単位法ベクトルのとりかたは二通りあるが，とくに Σ が向きづけられているとき，向きに同調した局所座

標 (u1, u2) に対して

(1.3) ν(p) =

∂f

∂u1
(p) × ∂f

∂u2
(p)∣∣∣∣ ∂f

∂u1
(p) × ∂f

∂u2
(p)

∣∣∣∣
であたえられるものを向きに同調した単位法ベクトルという．ただし “×” は R3 のベクトル積である．

単位法ベクトルは，局所的には p に関して滑らかにとることができる．さらに |ν(p)| = 1 だから，ν は曲

面（の定義域）から単位球面 S2 への写像をあたえることになる．この写像を単位法線ベクトル場またはガウ

ス写像とよぶ．とくに Σ が向き付け可能なときは，向きに同調した単位法線ベクトル場が Σ 全体で滑らかに

定義できる．

1.2 第一基本形式または誘導計量

曲面 f : Σ → R3 を考え，(u, v) = (u1, u2) を Σの局所座標系とする．このとき

(1.4) ds2 := df · df = E du2 + 2F du dv + Gdv2 =
2∑

i,j=1

gij dui duj

を f の第一基本形式 または 誘導計量 とよぶ．ただし “·” は R3 の標準的な内積で，

E = fu · fu, F = fu · fv, G = fv · fv, gij =
∂f

∂ui
· ∂f

∂uj
(i, j = 1, 2)

2009年 4月 13日
*1 多様体に不慣れな人は，R2 の領域 U から R3 への可微分写像 f : U → R3 で (1.1) を満たすものが曲面だと思って（この講
義では大抵）差し支えない．
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である．とくに ds2 は局所座標系のとりかたによらない．以下

Î =
(

E F
F G

)
=

(
g11 g12

g21 g22

)
= (gij) (g12 = g21)

と書き，第一基本行列とよぶ．これは正値な対称行列である．

第一基本形式 ds2 は Σ の各点での接空間に内積をあたえる：

X = X1

(
∂

∂u1

)
p

+ X2

(
∂

∂u2

)
p

, Y = Y1

(
∂

∂u1

)
p

+ Y2

(
∂

∂u2

)
p

∈ TpΣ

に対して ds2(X,Y ) = 〈X,Y 〉 :=
∑

gij(p)XiYj .

これにより (Σ, ds2) は 2次元のリーマン多様体となる．

第一基本形式から定まる曲面の不変量を内的な量という．

1.3 第二基本形式

曲面 f : Σ → R3 の単位法線ベクトル場 ν があたえられているとき，

(1.5) II := −df · dν = L du2 + 2M dudv + N dv2 =
2∑

i,j=1

hij dui duj

を f の第二基本形式という．ただし，

hij = − ∂f

∂ui
· ∂ν

∂uj
=

∂2f

∂ui∂uj
· ν, L = h11, M = h12 = h21, N = h22

である．単位法線ベクトル場をひとつ固定しておけば，第二基本形式は座標変換で不変である．もし，単位法

線ベクトル場を (1.3) で（(u1, u2) が定める向きに同調するように）定めるならば，向きを保つ座標変換で不

変であるが，向きを反転するような座標変換では，符号が反転する．以下

ÎI =
(

L M
M N

)
=

(
h11 h12

h21 h22

)
= (hij) (h12 = h21)

と書き，第二基本行列とよぶ．

1.4 ガウス・ワインガルテン方程式

曲面 f : M → R3 の単位法ベクトル場を ν とすると，各点 p ∈ M において，R3 は

(1.6) R3 =
(
Tf(p)R

3
)

= f∗(TpM) ⊕ Rν(p) = Vp ⊕ Rν(p)

と直交直和分解される．ただし f∗(TpM) = Vp は (1.2) であたえた接ベクトル空間である．

とくにM の局所座標系 (U ;u1, u2) をとると，各点 p ∈ U に対して{
∂f

∂u1
(p),

∂f

∂u2
(p), ν(p)

}
は R3 の基底をあたえる．これをガウス枠とよぶ．
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記号. 記号を簡単にするために ∂f/∂uj のことを fj と書く．また，正値対称行列 Î = (gij) の逆行列を (gij)

で表す．逆行列の定義から
2∑

k=1

gikgkj = δi
j (クロネッカーの δ 記号)

が成り立つ．

補題 1.1 (ガウス方程式). 以上の状況で，

fij =
2∑

k=1

Γk
ijfk + hijν, ただし Γk

ij =
1
2

2∑
l=1

gkl

(
∂gil

∂uj
+

∂glj

∂ui
− ∂gij

∂ul

)
が成り立つ．ここで， Γk

ij はクリストッフェル記号とよばれる．

証明： 各点ごとに {f1, f2, ν} は R3 の基底をあたえるから，

fij =

2
X

m=1

Γm
ij fm + bijν

と表される．この両辺に ν を内積すると，第二基本形式の定義 (1.5) より bij = hij が成り立つ．一方，両辺に

fl を内積すると，

fij · fl =

2
X

m=1

Γm
ij fm · fl =

2
X

m=1

Γm
ij gml

を得る．ここで左辺は

fij · fl = (fi · fl)j − fi · flj =
∂gil

∂uj
− fi · fjl =

∂gil

∂uj
− (fi · fj)l + fil · fj

=
∂gil

∂uj
− ∂gij

∂ul
+ fli · fj =

∂gil

∂uj
− ∂gij

∂ul
+ (fl · fj)i − fl · fji

=
∂gil

∂uj
− ∂gij

∂ul
+

∂glj

∂ui
− fij · fl

なので，
2

X

m=1

Γm
ij gml = fij · fl =

1

2

„

∂gil

∂uj
− ∂gij

∂ul
+

∂glj

∂ui

«

.

を得る．この式の両辺に gkl をかけて l について和をとれば Γk
ij が結論の式をみたすことがわかる．

補題 1.2 (ワインガルテン方程式). 補題 1.1 と同じ状況で

∂ν

∂uj
= −

2∑
k=1

Ak
j fk ただし Ak

j =
2∑

l=1

gklhlj

が成り立つ．

1.5 ガウス曲率と平均曲率

曲面 f : M → R3 の単位法線ベクトル場を ν : M → S2 とする．補題 1.2 より ν の微分は曲面に接

する成分しか持たない．すなわち各 X ∈ TpM に対して ν∗X ∈ f∗(TpM). ここで，はめこみの条件から

f∗ : TpM −→ Vp = f∗(TpM) は全単射であるから，各 X ∈ TpM に対して

ν∗X = −f∗(ApX) となるような線型写像 Ap : TpM −→ TpM
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が存在する．この Ap をワインガルテン作用素または型作用素という．

補題 1.2 で表れた行列 (Aj
k) はワインガルテン作用素の基底 {∂/∂u1, ∂/∂u2} に関する表現行列である．と

くに

(1.7) Â := (Aj
k) = Î −1 ÎI

が成り立つ．

注意 1.3. 接空間 TpM の，計量 ds2 に関する正規直交基に関する Ap の表現行列は対称行列になる．した

がって Ap の固有値は実数である．

定義 1.4. ワインガルテン作用素 Ap の固有値 λ1(p), λ2(p) を曲面の p における主曲率，それらの積と平均

を，曲面の p におけるガウス曲率，平均曲率とよび，K(p), H(p) と書く：

K(p) = λ1(p)λ2(p) = det(Aj
k), H(p) =

1
2
(
λ1(p) + λ2(p)

)
.

ガウス曲率，平均曲率は， (1.7) の行列 Âを用いて

K = det Â, H =
1
2

tr Â

と表される．

1.6 例：回転面

区間 I ∈ R 上でパラメータ表示された平面曲線

γ(t) =
(
x(t), z(t)

) (
γ̇(t) 6= 0

)
を考える．ただし ˙= d/dt である．ただし，この曲線は xz 平面上の上半平面に含まれているとする：

z(t) > 0.

単位円 S1 を
S1 = {eiθ ∈ C ; θ ∈ R}

と表すと，θ は S1 の局所座標系になる．これを用いて，写像

f : I × S1 3 (t, θ) −→
(
x(t), z(t) cos θ, z(t) sin θ

)
∈ R3

を考えると，f は，はめこみをあたえる．この曲面（の像）は，xz 平面上の曲線 γ を x 軸を中心として回転

させたもの，すなわち回転面になっている．

とくに，単位法線ベクトル場，第一基本形式，第二基本形式はそれぞれ

ν =
1√

ẋ2 + ż2
(ż,−ẋ cos θ,−ẋ sin θ),

ds2 = (ẋ2 + ż2)dt2 + z2dθ2,

II =
1√

ẋ2 + ż2

(
(ẍż − ẋz̈)dt2 + ẋz dθ2

)
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となるので，行列 Â は

(1.8) Â =
1

(ẋ2 + ż2)3/2

(
ẍż − ẋz̈ 0

0 (ẋ2 + ż2)ẋ/z

)
と，対角行列となるので，その対角成分が主曲率になる．

とくに，∂/∂s, ∂/∂θ はともに，ワインガルテン作用素の固有方向をあたえている．このような座標 (t, θ)

を曲面の曲率線座標という．

曲線 γ が弧長 s でパラメータづけられているなら，主曲率，ガウス曲率，平均曲率は

λ1 = x′′z′ − x′z′′, λ2 =
x′

z
, K =

x′(x′′z′ − x′z′′)
z

, H =
1
2

(
x′′z′ − x′z′′ +

x′

z

)
となる．ただし ′ = d/ds である．ここで (x′)2 + (z′)2 = 1 より x′x′′ + z′z′′ = 0 に注意すれば λ1 = −z′′/x′

となるので，

(1.9) K = −z′′

z

となる．また，−λ1 は平面曲線 γ の曲率である．

参考書

• 梅原雅顕・山田光太郎「曲線と曲面」（裳華房）．6章，7章，8章．

曲率線に関しては 9章，ガウス・ワインガルテン方程式については 11節．

問題

1 補題 1.2 を証明しなさい．

2 回転面のワインガルテン作用素の表示 (1.8) を示しなさい．

3 第一基本形式が
ds2 = e2σ(du2 + dv2) (σ = σ(u, v) は滑らかな関数)

の形をしているとき，(u, v) を等温座標系または共形座標系という．等温座標系におけるクリストッ

フェル記号を σ とその微分を用いて表しなさい．
Γ1

11 = σu, Γ2
11 = −σv , Γ1

12 = σv , Γ2
12 = σu, Γ1

22 = −σu, Γ2
22 = σv

4 第一基本形式および第二基本形式が

ds2 = du2 + 2 cos θ du dv + dv2, II = 2 sin θ du dv

の形をしているとき，(u, v) を漸近チェビシェフ網という．ただし θ は (u, v) の関数で θ ∈ (0, π) を

満たすものである．

(1) 漸近チェビシェフ網が存在する曲面のガウス曲率は −1 で一定であることを示しなさい．

(2) 漸近チェビシェフ網に関するガウス・ワインガルテンの方程式を θ を用いて書き表しなさい．
fuu = θu(cot θfu − csc θfv), fuv = sin θν, fvv = θv(− csc θfu + cot θfv),

νu = cot θfu − csc θfv , νv = − csc θfu + cot θfv

5 半径 r の球面のガウス曲率と平均曲率を求めなさい．（計算に用いた表示で，単位法線ベクトルを外向

き，内向きのどちらにとったかを明示しなさい）
ガウス曲率は 1/r2, 平均曲率は，単位法線ベクトルを外向きにとった場合は −1/r, 内向きなら 1/r


