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平均曲率を周期関数 H(s)で与えられた回転面が周期的になる条件につい
て考察し、与えられた周期関数 H(s)を平均曲率にもつ周期的な回転面を描
くことを考えたい。



xz平面上の平面曲面 γ(s) = (x(s), z(s))を x軸の回りに回転して得られる

回転面 fγ(θ, s) = (x(s), z(s) cos θ, z(s) sin θ)が周期的であるとは、

x(s+ L) = x(s) + a (1)

z(s+ L) = z(s) (2)

となるような定数 Lと実数 aが存在することである。

さて、以下のような定理がある。

定理 1（前田 [1]）
弧長sによってパラメータづけられたxz平面上の平面曲面γ(s) = (x(s), z(s))

を x軸の回りに回転して得られる回転面 fγ の平均曲率がH(s)ならば、曲率
2H(s)の平面曲線 σ(s) = (ξ(s), η(s))が存在し、σを用いて、

x(s) =
∫ s

s0

ξ′(u)η(u)− ξ(u)η′(u)√
(ξ(u))2 + (η(u))2

du+ c

z(s) =
√

(ξ(s))2 + (η(s))2

と書ける。ただし、cは定数である。

逆に、このようにして得られる曲線 γ(s) = (x(s), z(s))から得られる回転
面 fγ の曲率はH(s)となる。

この定理 1について、H(s)を周期 Lの周期関数で与えると、2H(s)も周
期 Lの周期関数となるので、平面曲線 σは曲線論の基本定理の一意性から、

ある A ∈ SO(2)と b ∈ R2 が存在し、

σ(s+ L) = Aσ(s) + b, ∀s (3)

が成り立つ。（σは周期 Lをもつ。）

定理 1より、γ は σから導かれるので、γ が式 (1)(2)を満たす σの条件を

考えてみる。

式 (3)を満たすような σ(s) = (ξ(s), η(s))を考えると、式 (3)は、
(

ξ(s+ L)
η(s+ L)

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
ξ(s)
η(s)

)
+

(
b1

b2

)

（α、b1、b2 は定数）とできるので、

ξ(s+ L) = ξ(s) cosα− η(s) sinα+ b1 (4)

η(s+ L) = ξ(s) sinα+ η(s) cosα+ b2 (5)



が成り立つ。式 (2)は定理 1より、

√
(ξ(s+ L))2 + (η(s+ L))2 =

√
(ξ(s))2 + (η(s))2

と表せるので、これに (4)(5)を代入して両辺を二乗し、整理すると、

2(b1 cosα+ b2 sinα)ξ(s) + 2(−b1 sinα+ b2 cosα)η(s) + (b12 + b2
2) = 0 (6)

のようになる。

式 (6)を満たす σ(s) = (ξ(s), η(s))は、b 6= 0のとき、ある直線を表す式

となる。直線の曲率は恒等的に 0なので、定理 (1)の σを直線で与えるには、

H(s) ≡ 0としなければならない。
よって、周期関数H(s)をH(s) 6≡ 0で与えたとすれば、式 (6)を満たすた
めには b = 0を満たさねばならない。

式 (4)(5)から、ξ′ と η′ は

ξ′(s+ L) = ξ′(s) cosα− η′(s) sinα

η′(s+ L) = ξ′(s) sinα+ η′(s) cosα

と表せることがわかる。ここで b = 0であるとき、

ξ′(s+ L)η(s+ L)− ξ(s+ L)η′(s+ L) = ξ′(s)η(s)− ξ(s)η′(s)

が成り立つので、
ξ′(u)η(u)− ξ(u)η′(u)√

(ξ(u))2 + (η(u))2

は周期 Lの周期関数となっている。

ゆえに、式 (1)と定理 1から導かれる、

x(s+ L)− x(s) =
∫ s

s0

ξ′(u)η(u)− ξ(u)η′(u)√
(ξ(u))2 + (η(u))2

du

−
∫ s+L

s0

ξ′(u)η(u)− ξ(u)η′(u)√
(ξ(u))2 + (η(u))2

du

=
∫ s+L

s

ξ′(u)η(u)− ξ(u)η′(u)√
(ξ(u))2 + (η(u))2

du

は被積分関数の周期性より、

x(s+ L)− x(s) =
∫ L

0

ξ′(u)η(u)− ξ(u)η′(u)√
(ξ(u))2 + (η(u))2

du = a

とできる。（aは定数）



つまり、γが定理 1のように表示されているときは、回転面 fγ が周期的で

ある条件は (2)だけで必要十分であることがわかる。

したがって、以下の補題を得る。

補題 2

曲線 σが周期的な曲率（ 6≡ 0）を持つとき、ある A ∈ SO(2)と b ∈ R2 が

存在し、σ(s+L) = Aσ(s) + b とできる。このとき、定理 1により σから得

られる回転面 fγ が周期的である条件は、b = 0である。

ここで、次のような状況を考える。

曲率がともに周期がLの周期関数 2H(s)で与えられている二本の曲線σ1(s)、
σ2(s)を用意する。これらから作られる回転面が周期的である時、補題 2よ
り、ある A1, A2 ∈ SO(2)が存在し、

σ1(s+ L) = A1σ1(s) (7)

σ2(s+ L) = A2σ2(s) (8)

となっている。また一般に、同じ曲率を持つ曲線は回転と平行移動を除き一意に

表すことが出来るので、（∵曲線論の基本定理の一意性より）あるM ∈ SO(2)
と v ∈ R2 が存在し、

σ2(s) = Mσ1(s) + v (9)

が成り立っている。式 (8)を式 (7)(9)を用いて変形すると、

σ2(s+ L) = A2σ2(s)

Mσ1(s+ L) + v = A2(Mσ1(s) + v)

Mσ1(s+ L) = A2Mσ1(s) +A2v − v
σ1(s+ L) = M−1A2Mσ1(s) +M−1(A2 − I)v

σ1(s+ L) = A2σ1(s) +M−1(A2 − I)v (10)

となる（I は単位行列である。）。式 (7)(10)を見比べると、

A2 = A1 (11)

(A2 − I)v = 0 (12)

が成り立つ。

もし A1 = A2 6= I であれば式 (12) から、v = 0 となる。式 (9) より
σ2(s) = Mσ1(s)が成り立つので、σ は回転を除いて唯一つ存在するといえ



る。

また、もし A1 = A2 = I であれば、σ は閉曲線となる。この時、∀M ∈
SO(2)、∀v ∈ R2 に対して、式 (12)を満たすので、σ が閉曲線であれば、σ
をどのように回転や平行移動しても、対応する回転面は周期的になるといえ

る。

以上の考察と補題 2より、次の定理が導かれる。

定理 3

周期 Lを持つ周期関数H(s)と、2H(s)を曲率に持つ平面曲線 σ(s)を一つ
とる。さらに、σ(s+ L) = Aσ(s) + bとなるように A ∈ SO(2)と b ∈ R2を

とる。すると、

1 もし b 6= 0 ならば、

対応する回転面に周期的なものは存在しない。

2 もし b = 0 かつ A 6= I ならば、

曲率 2H をもつ曲線のうち、対応する回転面を周期的にするものが、
回転を除き唯一つ存在する。

3 もし b = 0 かつ A = I 、すなわち σが閉曲線であれば、

対応する回転面は全て周期的となる。

曲面論の基本定理（梅原,山田 [2]）より、弧長パラメータ sにより曲線 σ(s)
の平均曲率が κ(s)と表せているとき、σ(s)は回転と平行移動を除いて、

σ(s) =
(∫ s

s0

cos(
∫ u

s0

κ(t)dt)du,
∫ s

s0

sin(
∫ u

s0

κ(t)dt)du
)

と表すことができる。

さて、σ が σ(s + L) = Aσ(s) + b を満たす時、両辺を sで微分すると、

σ′(s+L) = Aσ′(s)が成り立つ。この式を、∀A ∈ SO(2)が ∃α ∈ Rによって、

A =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)

と表せることに注意して変形すると、
(

cos(
∫ s+L
s0

κ(t)dt)
sin(

∫ s+L
s0

κ(t)dt)

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
cos(

∫ s
s0
κ(t)dt)

sin(
∫ s
s0
κ(t)dt)

)

=

(
cos(α+

∫ s
s0
κ(t)dt)

sin(α+
∫ s
s0
κ(t)dt)

)



より、

α =
∫ s+L

s

κ(t)dt+ 2πn (n ∈ Z) (13)

であることがわかる。特に曲率 κが周期 Lの周期関数であれば、式 (13)は
任意の sで同じ値をとる。また、 b = σ(s+ L)−Aσ(s) なので、

b =

( ∫ s+L
s0

cos(
∫ u
s0
κ(t)dt)du∫ s+L

s0
sin(

∫ u
s0
κ(t)dt)du

)

−
(

cosα − sinα
sinα cosα

)( ∫ s
s0

cos(
∫ u
s0
κ(t)dt)du∫ s

s0
sin(

∫ u
s0
κ(t)dt)du

)

=

( ∫ s+L
s0

cos(
∫ u
s0
κ(t)dt)du− ∫ s

s0
cos(α+

∫ u
s0
κ(t)dt)du∫ s+L

s0
sin(

∫ u
s0
κ(t)dt)du− ∫ s

s0
sin(α+

∫ u
s0
κ(t)dt)du

)

=

( ∫ s+L
s0

cos(
∫ u
s0
κ(t)dt)du− ∫ s+L

s0+L
cos(

∫ x
s0
κ(t)dt)dx∫ s+L

s0
sin(

∫ u
s0
κ(t)dt)du− ∫ s+L

s0+L
sin(

∫ x
s0
κ(t)dt)dx

)

=

( ∫ s0+L

s0
cos(

∫ u
s0
κ(t)dt)du∫ s0+L

s0
sin(

∫ u
s0
κ(t)dt)du

)
(14)

とできる。

今、2H(s)は周期 Lの周期関数であるから、κ = 2H を式 (13)(14)に代入
して得られる

α = 2
∫ s+L

s

H(t)dt ( = const)

b =

( ∫ s0+L

s0
cos(2

∫ u
s0
H(t)dt)du∫ s0+L

s0
sin(2

∫ u
s0
H(t)dt)du

)

を用いて、定理 3をA = I ⇔ α = 2πm（mは整数）と読み替えて利用する。



今回はMATLABを用いて描画した。

例 1 H(s) = cos s

周期は 2πであり、α = 0である。
しかし s0 = 0とすると、b = (1.4067, 0) 6= 0であるから、s0 = 0のときは

この回転面は周期的ではないとわかる。

実際に描画すると、以下のようになる。
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s0 = 0、0 ≤ s ≤ 6π、−π ≤ θ ≤ π
2 とした。

(ξ(0), η(0)) = (3, 3)とし、分点 513、回転方向 61分割で描画。
赤線が母線である。
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s0 = 0、0 ≤ s ≤ 6π、分点 513で描画。上図の母線である。



1周期ごとに回転半径が徐々に増えていっているのがわかる。これは回転
面が周期的でないことを意味している。

以下 s0 = 0とし、実験的に試行を重ね、様々な回転面を作ってみた。

例 2 H(s) = 2.760039× cos s

このようにH(s)を定義すると、
周期は 2πとなる。また、α = 0であり、b = 0となる。

ゆえに、この回転面は s0 をどのようにとっても周期的である。
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s0 = 0、0 ≤ s ≤ 4π、−π ≤ θ ≤ π
2 とした。

(ξ(0), η(0)) = (3, 3)とし、分点 513、回転方向 61分割で描画。
赤線が母線である。
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s0 = 0、0 ≤ s ≤ 4π、分点 513で描画。上図の母線である。

ちなみに、s0 = 2でやると、母線は下図のようになり、
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0 ≤ s ≤ 4π、(ξ(0), η(0)) = (3, 3)、分点 513で描画。

やはり周期的である。

例 3 H(s) = 1.5916× cos s+ 0.20

このようにH(s)を定義すると、周期は 2πある。
この時、b = 0となるが、A 6= I である。

この回転面は s0 = 0の時のみ周期的で、それ以外では周期的でない。
（s0 が変化すると、σが平行移動するため。）
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s0 = 0、0 ≤ s ≤ 4π、−π ≤ θ ≤ π
2 とした。

(ξ(0), η(0)) = (3, 3)とし、分点 513、回転方向 61分割で描画。
赤線が母線である。
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0 ≤ s ≤ 4π、(ξ(0), η(0)) = (0, 0)、分点 257で描画。

ちなみに、s0 = 2でやると母線は下図のようになり、
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0 ≤ s ≤ 4π、分点 257で描画。

周期的ではない。

例 4 H(s) = 0.94705× cos s+ 0.25

このようにH(s)を定義すると、周期は 2πであるが、
b = 0かつ、α = πとなる。

しかし、周期 4πだと思うと、
b = 0かつ、α = 2πとなる。
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s0 = 0、0 ≤ s ≤ 4π、−π ≤ θ ≤ π
2 とした。

(ξ(0), η(0)) = (3, 3)とし、分点 513、回転方向 61分割で描画。
赤線が母線である。
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s0 = 0、0 ≤ s ≤ 4π、分点 513で描画。上図の母線である。

s = 4πで線が元の場所に戻ってきた。
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