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お知らせ

• 申し訳ありません．前回少々進みが遅かったので，今回は前回の補足です．
• 次回，11月 2日は都合により 11時 30分くらいに終了いたします．
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4 ワイエルストラス表現公式

4.1 ガウス・ワインガルテンの公式の複素表示

曲面 f : Σ → R3 が与えられたとき，Σ の各点のまわりの局所座標系で，等温座標系となるものが存在す

る．とくに，Σ が向きづけられているときは，向きに同調した等温座標系をとることができるのであった．向

きが同調した等温座標系どうしの座標変換は複素解析的であることから，座標を複素座標とみなすのが自然で

ある．

いま，向き付けられた曲面 f : Σ → R3 に対して，各点で等温座標系をとることにより，Σ をリーマン面と

みなすことができる．とくに M の局所座標 z = u +
√
−1v をとると，等温座標系であることから，第一基本

形式は

(4.1) ds2 = e2σ(du2 + dv2) = e2σ dz dz̄

と書くことができる．また，第二基本形式は

(4.2) II = L du2 + 2M du dv + N dv2 = q dz2 + q̄ dz̄2 + H ds2

と表すことができる．ただし

q =
1
4
(
L − N − 2

√
−1M

)
, H =

e−2σ

2
(L + N) =平均曲率

である．

もう一つの複素座標 w をとり，w に関する第一基本形式，第二基本形式の表示を

ds2 = e2σ̃ dw dw̄, II = q̃ dw2 + ¯̃q dw̄2 + H ds2

と書くと，

e2σ̃ = e2σ

∣∣∣∣dw

dz

∣∣∣∣2 , q̃ = q

(
dw

dz

)2

が成り立つ．

補題 4.1. Q := q dz2 は複素座標のとりかたによらない．

この Q をホップ微分という．

これらを用いてガウス・ワインガルテンの方程式を書き表そう：

命題 4.2. 曲面 f : Σ → R3 に対して Σ の等温座標系 z をとり，z に関して第一基本形式，第二基本形式を
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(4.1) (4.2) のように表すと，次が成り立つ：

∂2f

∂z2
= 2σz

∂f

∂z
+ qν

∂2f

∂z̄2
= 2σz̄

∂f

∂z̄
+ q̄ν

∂2f

∂z∂z̄
=

e2σ

2
Hν,

∂ν

∂z
= −H

∂f

∂z
− 2e−2σq

∂f

∂z̄
,

∂ν

∂z̄
= −H

∂f

∂z̄
− 2e−2σ q̄

∂f

∂z

が成り立つ．

系 4.3. 等温座標系 z = u +
√
−1v のもと，曲面 f : Σ → R3 が極小曲面であるための必要十分条件は

∂2f

∂z∂z̄
=

1
4

(
∂2f

∂u2
+

∂2f

∂v2

)
= 0

となることである．

4.2 ワイエルストラスの表現公式

系 4.3 から，極小曲面 f : Σ → R3 は，等温座標のもと (fz)z̄ を満たすことがわかる．すなわち fz は複素

数値正則関数（の 3つ組）である．このことから，次を得る：

命題 4.4. リーマン面 Σ から R3 への共形はめ込み f : Σ → R3 が極小曲面を与えているならば，

∂f

∂z
= (φ1, φ2, φ3)

は Σ から C3 への正則写像で，

(φ1)2 + (φ2)2 + (φ3)2 = 0, |φ1|2 + |φ2|2 + |φ3|2 > 0

を満たしている．

このことから，次のワイエルストラス表現公式を得る：

定理 4.5 (ワイエルストラス表現公式). リーマン面 Σ 上の有理型関数 g と正則 1次微分形式 ω が次の 2つ

の条件を満たしているとする：

• (1 + |g|2)2|ω|2 は Σ 上の正値 2次形式．

• Σ 上の任意のループ γ に対して

Re
∫

γ

(
(1 − g2),

√
−1(1 + g2), 2g

)
ω = 0

が成り立つ．
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このとき，

(4.3) f(z) = Re
∫ z

z0

(
(1 − g2),

√
−1(1 + g2), 2g

)
ω : Σ −→ R3

は極小はめこみを与えている．とくに f の第一基本形式，第二基本形式は，それぞれ

(4.4) ds2 = (1 + |g|2)2|ω|2, II = −ωdg − ω̄dḡ

で与えられる．

逆に，任意の向きづけ可能な極小曲面はこの形で表される．

4.3 ガウス写像

一般に R3 の向きづけられた曲面 f : Σ → R3 の単位法線ベクトル場

ν :=
fu × fv

|fu × fv|
((u, v) は Σ の向きに同調した局所座標)

は Σ から単位球面 S2 への写像とみなすことができる．この写像 ν : Σ → S2 を曲面 f のガウス写像という．

命題 4.6. 定理 4.5 の形に表された極小曲面 f のガウス写像は

ν =
(

2Re g

1 + |g|2
,

2 Im g

1 + |g|2
,
|g|2 − 1
1 + |g|2

)
で与えられる．

とくに，単位球面 S2 から C ∪ {∞} への立体射影を π と書くと，

(4.5) g = π ◦ ν

となっている．そこで，ここでは有理型関数 g のこともガウス写像と呼ぶことにする．
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問題

4-1 ガウス・ワインガルテン方程式（命題 4.2）の可積分条件を，複素パラメータ z, H, q, σ を用いて書き

表しなさい．

4-2 式 (4.3) で与えられたはめ込み f の第一基本形式，第二基本形式が (4.4) で与えられることを確かめな

さい．

4-3 命題 4.6 を示しなさい．


