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目標

定理
ユークリッド空間 Rn の等長変換は

φ : Rn 3 x 7−→ Ax+ a ∈ Rn A ∈ O(n), a ∈ Rn

の形に表される．
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ユークリッド空間

定義

1. ユークリッド空間：Rn に標準的な内積 “·” を与えたもの．
2. 大きさ：v ∈ Rn に対して |v| = √

v · v.
3. 角度：v, w ∈ Rn \ {0} に対して

∠(v,w) := cos−1 v ·w
|v| |w|

4. 2点 P, Q ∈ Rn に対して d(P,Q) = |−→PQ|．

注：
▶ v ·w = tvw.

▶ (Rn, d) は距離空間．
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直交行列

定義
実数を成分とする n次正方行列が直交行列であるとは

tAA = AtA = I (I は n次単位行列)

▶ 直交行列 ⇔ 内積を保つ線形変換：(Av) · (Aw) = v ·w
▶ 直交行列 ⇔ 大きさを保つ線形変換：|Av| = |v|
▶ (a1, . . . ,an) が直交行列⇔ {a1, . . . ,an} が Rn の正規直交系
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直交群

命題
直交行列の行列式は 1 または −1 である．

O(n) := {n次直交行列 } 直交群

SO(n) := {A ∈ O(n) ; detA = 1} 特殊直交群

▶ O(n) は行列の積に関して群をなす．
▶ A, B ∈ O(n) ⇒ AB ∈ O(n) （結合則 (AB)C = A(BC)）．
▶ I ∈ O(n)
▶ A ∈ O(n) ⇒ A−1 ∈ O(n)．

▶ SO(n) は行列の積に関して群をなす（O(n) の部分群）
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2次直交行列

命題

SO(2) =

{(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
; θ ∈ R

}
,

O(2) = SO(2) ∪
{(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
; θ ∈ R

}
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回転

(
X
Y

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
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折返し

(
X
Y

)
=

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)(
x
y

)
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3次直交行列

問題
A ∈ SO(3) ならば，ある P ∈ SO(3) が存在して

tPAP =



1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ


 .

▶ A の固有値の一つは 1．その単位固有ベクトルを a1 とする．
▶ a1 に直交する単位ベクトル a2 をひとつとる．
▶ a3 = a1 × a2（ベクトル積）とする．
▶ P = (a1,a2,a3) とおく．
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等長変換

定義
写像 φ : Rn → Rn が等長変換であるとは

d
(
φ(P), φ(Q)

)
= d(P,Q) (P,Q ∈ Rn)

が成り立つこと．

▶ Rn の等長変換全体は写像の合成に関して群をなす．

補題
直交行列 A ∈ O(n)，a ∈ Rn に対して写像

φA,a : Rn 3 x 7−→ φA,a(x) = Ax+ a ∈ Rn

は等長変換．
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等長変換の決定

定理
ユークリッド空間 Rn の等長変換は

φ : Rn 3 x 7−→ Ax+ a ∈ Rn A ∈ O(n), a ∈ Rn

の形に表される．
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合同変換

Rn の等長変換を合同変換ということもある．等長変換
x 7→ Ax+ a (A ∈ O(n)，a ∈ Rn) が
▶ 向きを保つ合同変換 ⇔ A ∈ SO(n).

▶ 向きを反転する合同変換 ⇔ A ∈ O(n) \ SO(n).
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