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曲率円（復習）

定義
曲線 γ(t) の t = t0 における

曲率半径 ρ(t0) :=
1

|κ(t0)|
,

曲率中心 σ(t0) := γ(t0) +
1

κ(t0)
n(t0)

曲率円 Ct0 :=点 σ(t0) を中心とする半径 ρ(t0) の円
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問題 3-1

問題
正則な平面曲線の曲率中心の軌跡をその曲線の縮閉線という．サ
イクロイド

γ(t) = (t− sin t, 1− cos t) (0 < t < 2π)

の縮閉線を求め，その特異点はどこか調べなさい．

σ(t) := γ(t) +
1

κ(t)
n(t)

n(t): 左向き単位法線ベクトル
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問題 3-1

γ(t) = (t− sin t, 1− cos t) (0 < t < 2π)

γ̇(t) = (1− cos t, sin t) = 2 sin
t

2

(
sin

t

2
, cos

t

2

)
n(t) =

(
− cos

t

2
, sin

t

2

)
γ̈(t) = cot

t

2
γ̇(t) + sin

t

2

(
cos

t

2
,− sin

t

2

)
,

κ(t) =
det(γ̇(t), γ̈(t))

|γ̇(t)|3
=

−2 sin2 t
2

8 sin3 t
2

= −1

4
cosec

t

2
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問題 3-1

γ(t) = (t− sin t, 1− cos t) (0 < t < 2π)

n(t) =

(
− cos

t

2
, sin

t

2

)
, κ(t) = −1

4
cosec

t

2

σ(t) = γ(t) +
1

κ(t)
n(t)

= (t− sin t, 1− cos t) + 4

(
sin

t

2
cos

t

2
,− sin2

t

2

)
=

(
t+ sin t,−2 sin2

t

2

)
= (t+ sin t,−1 + cos t)

=
(
(t+ π)− sin(t+ π), 1− cos(t+ π)

)
− (π, 2)

σ̇(t) = (1 + cos t,− sin t) = 2 cos
t

2

(
cos

t

2
,− sin

t

2

)
特異点：t = π
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問題 3-1

事実 (テキスト；付録 B-1)

縮閉線は，曲線の法線族の包絡線．
▶ 法線：

Nt := {γ(t) + un(t) ; u ∈ R} = {x ; (γ(t)− x) · γ̇(t) = 0}.
▶ 法線族：曲線の各点における法線を集めてできる直線の１パ
ラメータ族 {Nt}.

▶ 直線族の包絡線：各点における接線が直線族に含まれる曲線．

事実 (テキスト；付録 B-1)

縮閉線は，平行曲線の特異点の軌跡．
▶ 平行曲線：γδ(t) := γ(t) + δn(t)．
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問題 3-1

Q

▶ 3-1の問題で（中略）元のサイクロイドある点における法線
が縮閉線の対応する点での接線と等しくなったのですが，こ
れはサイクロイドの場合だけなのか，あるいは一般の正則な
平面曲線でも成立するのでしょうか．

▶ 曲線から縮閉線が求まることはわかったが逆の計算は可能
か．/ 任意の曲線について，その縮閉線がその曲線になって
いるような曲線を持ってくることはできますか．

▶ 曲線 σ(t) と正の値をとる C∞-級関数 κ(t) を定めると，曲率
関数が κ(t)，縮閉線が σ(t) でるような曲線 γ(t) が σ(t) の
法線ベクトルを用いて曲率中心を表した式をいじって一意的
に定まる気がするのですが正しいでしょうか．

▶ 「縮閉線の伸開線は原曲線」という事実から伸開線の一般式
はどう導出できますか？
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問題 3-1

γ(t) = (t− sin t, 1− cos t) (0 < t < 2π)

σ(t) =
(
(t+ π)− sin(t+ π), 1− cos(t+ π)

)
+ (π,−2)

事実 (サイクロイド固有の性質：テキスト；付録 B-1)

▶ サイクロイドの縮閉線はもとのサイクロイドと合同
▶ 最速降下線
▶ サイクロイド振り子の等時性
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問題 3-1

Q

▶ 問題 3-1 について（中略）サイクロイドの縮閉線はまたサイ
クロイドになると思うのですが，これは正しいでしょうか．

▶ 3-1は縮閉線が平行移動したものだったが γ(t) そのものとな
る例はあるか．

▶ サイクロイドの縮閉線は平行移動でサイクロイドに重なるよ
うですが，縮閉線がもとの曲線に重なることはよくあること
ですか？他に例はありますか？

▶ 平面曲線 γ(t) の縮閉線を σ(t) としたときに，その曲線 σ(t)
の縮閉線が γ(t) と一致するような γ(t) は存在しますか？

▶ 曲線 γ, σ がある点で 2次の接触をすれば γ，σ の縮閉線は
ある点で交わると思うのですが逆は成り立ちますか？
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問題 3-2

問題
パラメータ表示 γ1(t) = (t, t2) (t ∈ R) で与えられる放物線
γ2(t) = (sech t, t− tanh t) (t > 0) で与えられる追跡線の「全曲
率」を求めなさい．

▶ 閉曲線ではないので 2π の整数倍になるとは限らない．
▶ 広義積分．
▶ ガウス写像の動いた道のりが全曲率．

e

−→
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問題 3-2

放物線 parabola γ1(t) = (t, t2) (t ∈ R) の全曲率：

γ̇1(t) = (1, 2t), |γ̇1(t)| =
√
1 + 4t2, ds =

√
1 + 4t2 dt

γ̈1(t) = (0, 2),

κ1(t) =
det(γ̇1(t), γ̈1(t))

|γ̇1(t)|3
=

2
√
1 + 4t2

3 ,

Tγ1 =

∫ ∞

−∞
κ1(t) ds =

∫ ∞

−∞

2 dt

1 + 4t2

=

∫ ∞

−∞

d(2t)

1 + (2t)2
= [tan−1 2t]∞−∞ = π
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問題 3-2

放物線 γ1(t) = (t, t2) (t ∈ R) の全曲率 Tγ1 = π．
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問題 3-2

追跡線 tractrix γ2(t) = (sech t, t− tanh t) (t ∈ (0,∞)) の全曲率：

γ̇2(t) = tanh t(− sech t, tanh t), |γ̇2(t)| = tanh t, ds = tanh t dt

γ̈2(t) =
d

dt
(tanh t)(− sech t, tanh t) + tanh t(tanh t sech t, sech2 t)

= ∗(− sech t, tanh t) + tanh t sech t(tanh t, sech t),

κ2(t) =
det(γ̇2(t), γ̈2(t))

|γ̇2(t)|3
= − cosech t,

Tγ2 =

∫ ∞

0
κ2(t) ds = −

∫ ∞

0
sech t dt = −

∫ ∞

0

cosh t dt

1 + sinh2 t

= −
∫ ∞

0

d(sinh t)

1 + sinh2 t
= −[tan−1(sinh t)]∞0 = −π

2
.
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問題 3-2

追跡線 γ2(t) = (sech t, t− tanh t) (t > 0) の全曲率 Tγ2 = −π
2．
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問題 3-2

追跡線（犬跡線） γ2(t) = (sech t, t− tanh t)

▶ 点 (1, 0) を通り，点 γ2(t) において y-軸におろした接線の長
さが一定 1 であるような点の軌跡．

▶ 幾何学概論第二（4Q）で再び現れる．
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