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例（回転面）

▶ (
x(v), z(v)

)
：xz-平面上の正則曲線で x > 0．

▶ p(u, v) =
(
x(v) cosu, x(v) sinu, z(v)

)
．
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回転面

p(u, v) =

cosu − sinu 0
sinu cosu 0
0 0 1

x(v)
0

z(v)


= x(v)e1(u) + z(v)e3

e1(u) =

cosu
sinu
0

 , e2(u) =

− sinu
cosu
0

 = e′1(u), e3 =

0
0
1


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回転面

p(u, v) = x(v)e1(u) + z(v)e3
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例（半径 1の球面）

p(u, v) =
(
cos v cosu, cos v sinu, sin v

)
= cos ve1(u) + sin v e3
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問題 1-1

問題
正の定数 a と実定数 b に対して，

p(u, v) :=
(
a sech v cosu, a sech v sinu, a(v − tanh v) + bu

)
とおく．

1. 写像 p : R2 → R3 を曲面のパラメータ表示とみなしたとき，
特異点集合 (⊂ R2) を求めなさい．

2. 写像 p の特異点でない点でのガウス曲率・平均曲率を求めな
さい．
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問題 1-1

p(u, v) =

cosu − sinu 0
sinu cosu 0
0 0 1

 a sech v
0

a(v − sech v)

+ u

0
0
b


= a sech v e1(u) +

(
a(v − tanh v) + bu

)
e3.
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問題 1-1

p(u, v) = a sech v e1(u) +
(
a(v − tanh v) + bu

)
e3.

pu = a sech v e2 + be3,

pv = −a sech v tanh v e1 + a tanh2 v e3

= a tanh v
(
− sech ve1 + tanh v e3

)
ν =

1

c
(a tanh v e1 − be2 + a sech v e3) c =

√
a2 + b2

puu = −a sech v e1

puv = −a sech v tanh v e2

pvv = a sech v
(
(2 tanh2 v − 1)e1 + 2 tanh v sech v e3

)
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問題 1-1

Î =

(
c2 − a2 tanh2 v ab tanh2 v

ab tanh2 v a2 tanh2 v

)
, det Î = a2c2 tanh2 v sech2 v

ÎI =
a

c
tanh v sech v

(
−a b
b a

)
,

A =
1

ac sech v tanh v

(
−a tanh2 v 0

b a sech2 v

)

K =
−1

c2
, H =

1

2c
(cosech v − sinh v)
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問題 1-1

p(u, v) = a sech v e1(u) + a(v − tanh v)e3 + bue3.

▶ xz-平面上の追跡線 a(sech v, v − tanh v) の螺旋運動による
軌跡．

▶ 負の定 (Gauss) 曲率曲面

以下 a2 + b2 = 1 とする．
▶ 定 Gauss 曲率 −1 の曲面 Dini の擬球面
▶ a = 1, b = 0 のときは Beltrami の擬球面
▶ Gauss 曲率，平均曲率を保った曲面の変形
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問題 1-2

問題
関数 F : R3 → R を F (x, y, z) := x4 + y4 + z4 − 1 で定めるとき，
F−1({0}) は，なめらかな曲面を定める．この曲面の，点 (a, b, c)
におけるガウス曲率と，その最大値を求めなさい．

S := F−1({0}) = {(x, y, z) ; F (x, y, z) = 0}
dF = 4(x3, y3, z3) = (0, 0, 0) ⇔ x = y = z = 0

dF ̸= (0, 0, 0) on S
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問題 1-2

S := F−1({0}) = {(x, y, z) ; F (x, y, z) = 0}
dF = 4(x3, y3, z3)

S ∋ P = (a, b, c)

c ̸= 0 なら P の近くで S は z = f(x, y) とグラフ表示できる．

fx = −Fx

Fz
= −x3

z3
,

fy = −Fy

Fz
= −y3

z3
,
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問題 1-2

fx = −Fx

Fz
= −x3

z3
, fy = −Fy

Fz
= −y3

z3
,

fxx =
3x2

z7
(x4 + z4) =

3x2

z7
(1− y4),

fxy =
−3x3y3

z7
,

fyy =
3y2

z7
(y4 + z4) =

3y2

z7
(1− x4).

K =
fxxfyy − f2

xy

(1 + f2
x + f2

y )
2

∣∣∣∣∣
(x,y,z)=(a,b,c)

=
9a2b2c2

(a6 + b6 + c6)2
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問題 1-2

▶ c ̸= 0 ならば

K =
9a2b2c2

(a6 + b6 + c6)2
.

▶ c = 0 のときは?
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問題 1-2

K =
9a2b2c2

(a6 + b6 + c6)2
≦ 3(a6 + b6 + c6)

(a6 + b6 + c6)2
=

3

a6 + b6 + c6

▶ a4+ b4+ c4− 1 = 0 のもとで a6+ b6+ c6 が最小となるのは？
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