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目標

命題 (命題 2.2)

R3 の等長変換で曲面の第一基本量，第二基本量，Gauss曲率，平
均曲率は不変である．

命題 (主張 2.9，系 2.7)

曲面の座標変換（パラメータ変換）で第一基本形式，第二基本形
式，Gauss曲率，平均曲率は不変である．
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R3 の等長変換

O(3) := 3次の直交行列全体

SO(3) := {P ∈ O(3) ; detP = 1}
d(P,Q) := |−→PQ| (ユークリッド距離)

事実
f : R3 → R3 が等長変換

⇔ d(P,Q) = d(f(P), f(Q)) (P,Q ∈ R3)

⇔ f(x) = Px+ a (P ∈ O(3),a ∈ R3)
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曲面の等長変換

p(u, v)：正則曲面；p̃(u, v) = Pp(u, v) + a (P ∈ O(3), a ∈ R3)

▶ ν を p の単位法線ベクトル場
⇒ ν̃ = Pν は p̃ の単位法線ベクトル場
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曲面の等長変換

p(u, v)：正則曲面；p̃(u, v) = Pp(u, v) + a (P ∈ O(3), a ∈ R3)

▶ p̃ の第一基本量は p の第一基本量と一致する．
▶ p̃ の ν̃ に関する第二基本量は p の ν に関する第二基本量と
一致する．
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曲面の等長変換

p(u, v)：正則曲面；p̃(u, v) = Pp(u, v) + a (P ∈ O(3), a ∈ R3)

▶ p̃ の Gauss曲率は p の Gauss曲率と一致する．
▶ p̃ の ν̃ に関する平均曲率は p の ν に関する平均曲率と一致
する．
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座標変換

φ : R2 ⊃ W 3 (ξ, η) 7→
(
u(ξ, η), v(ξ, η)

)
∈ U ⊂ R2: C∞-写像

▶ φ が微分同相 ⇔ φ は全単射で逆写像 φ−1 も C∞-級．
▶ Jacobi行列，Jacobi行列式：

Jφ =

(
uξ uη
vξ vη

)
,

∂(u, v)

∂(ξ, η)
= det Jφ.

▶ 微分同相写像の Jacobi行列式は零でない．
▶ P ∈ W で φ の Jacobi行列式が零でないならば P の近傍 V
で φ は V から φ(V )への微分同相写像．
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曲面のパラメータ変換

▶ φ : R2 ⊃ W 3 (ξ, η) 7→
(
u(ξ, η), v(ξ, η)

)
∈ U ⊂ R2: 微分同相

▶ p : U → R3: 正則曲面

p̃(ξ, η) = p ◦ φ(ξ, η) = p
(
u(ξ, η), v(ξ, η)

)
.

▶ p̃ は p からパラメータ変換（座標変換）で得られる．
▶ p と p̃ の像は一致する．
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曲面のパラメータ変換

φ : (ξ, η) 7→ (u, v): 微分同相；p̃ = p ◦ φ．

▶ (p̃ξ, p̃η) = (pu, pv)J J := Jφ =

(
uξ uη
vξ vη

)
.

▶ ν̃ = ν ◦ φ は p̃ の単位法線ベクトル場．
▶ (ν̃ξ, ν̃η) = (νu, νv)J．
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曲面のパラメータ変換

φ : (ξ, η) 7→ (u, v): 微分同相；p̃ = p ◦ φ．
▶ 第一基本行列の変換： ˜̂

I = tJ Î J．

▶ 第二基本行列の変換：˜̂
II = tJ ÎI J．

▶ Weingarten行列の変換：Ã = J−1AJ
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曲面のパラメータ変換

φ : (ξ, η) 7→ (u, v): 微分同相；p̃ = p ◦ φ．
▶ Weingarten行列の変換：Ã = J−1AJ

定理
▶ Weingarten 行列の固有値は座標変換で不変である．
▶ Weingarten 行列の固有値は実数．とくにH2 −K ≧ 0．
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第一基本形式・第二基本形式

φ : (ξ, η) 7→ (u, v): 微分同相；p̃ = p ◦ φ．
▶ 第一基本行列の変換： ˜̂

I = tJ Î J．

▶ 第二基本行列の変換：˜̂
II = tJ ÎI J．

全微分の定義から
(
du
dv

)
=

(
uξ dξ + uη dη
vξ dξ + vη dη

)
=

(
uξ uη
vξ vη

)(
dξ
dη

)
= J

(
dξ
dη

)

なので

(dξ, dη)
˜̂
I

(
dξ
dη

)
= (dξ, dη)tJ Î J

(
dξ
dη

)
= (du, dv) Î

(
du
dv

)
.

同様に

(dξ, dη)
˜̂
II

(
dξ
dη

)
= (du, dv) ÎI

(
du
dv

)
.
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第一基本形式・第二基本形式

正則曲面 p(u, v) に対して

ds2 = (du, dv) Î

(
du
dv

)
= (du, dv)

(
E F
F G

)(
du
dv

)

= E du2 + 2F du dv +Gdv2

II = (du, dv) ÎI

(
du
dv

)
= (du, dv)

(
L M
M N

)(
du
dv

)

= Ldu2 + 2M dudv +N dv2

をそれぞれ第一基本形式，第二基本形式という．

命題
第一基本形式・第二基本形式は座標変換で不変．
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例

球面

p(u, v) =
(
cos v cosu, cos v sinu, sin v

)
(u, v) ∈ (−π, π)×

(
−π

2
,
π

2

)

の第一基本形式は

ds2 = cos2 v du2 + dv2.

これに座標変換を施した曲面

p̃ = p ◦ φ, (u, v) = φ(ξ, η) = (ξ, sin−1 tanh η)

の第一基本形式は

ds2 = sech2 η(dξ2 + dη2).
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問題 2-1

問題
領域 {(u, v) ; v > 0} で定義された正則曲面 p(u, v) の第一基本形
式 ds2 と第二基本形式 II が

ds2 = (1− a2 tanh2 v) du2 + 2ab tanh2 v du dv + a2 tanh2 v dv2,

II = tanh v sech v(−a2 du2 + 2ab du dv + a2 dv2)

で与えられるとする．ただし a, b は a2 + b2 = 1 を満たす定数で
a > 0 となるものとする．このとき，座標変換 (ξ, η) 7→ (u, v)で

ds2 = dξ2 + 2F dξ dη + dη2, II = 2M dξ dη

となるものを求めなさい．
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問題 2-2

問題
正則曲面 p(u, v) の第一基本形式が

ds2 = e2σ(du2 + dv2)

となっているとする．ただし σ は (u, v) の C∞-級関数である．こ
のとき，パラメータ変換 (ξ, η) 7→ (u, v) によって第一基本形式が

ds2 = e2φ(dξ2 + dη2)

となるならば，u = u(ξ, η)，v = v(ξ, η) はそれぞれ (ξ, η) の調和
関数になることを示しなさい．
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