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目標

定理 (命題 4.4)

正則曲面 p の点 (u0, v0) における法曲率の最大値・最小値は主曲
率である．

定理 (定理 4.7)

正則曲面 p(u, v) の Gauss 枠 F := (pu, pv, ν)は次を満たす：

Fu = FΩ, Fv = FΛ,

Ω :=



Γ1
11 Γ1

12 −A1
1

Γ2
11 Γ2

12 −A2
1

L M 0


 , Λ :=



Γ1
12 Γ1

22 −A1
2

Γ2
12 Γ2

22 −A2
2

M N 0


 .

(A = (Aj
i )i,j=1,2 は Weingarten 行列，Γk

ij は Chrstoffel記号)．
とくに Ωv − Λu = ΩΛ− ΛΩ（適合条件）
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直交直和分解

▶ p(u, v)：正則曲面；ν(u, v)：単位法線ベクトル場．
▶ dp(T(u,v)R2) = Span{pu, pv} = ν(u, v)⊥

R3 = dp(T(u,v)R2)⊕ Rν(u, v) （直交直和）

v の直和分解：

v = [v]T + [v]N = (接成分)+ (法成分)

注意
[v]N = (v · ν(u, v))ν(u, v), [v]T = v − [v]N.
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曲線の法曲率

▶ p(u, v): 正則曲面；ν: 単位法線ベクトル場
▶ γ(t) =

(
u(t), v(t)

)
: 平面曲線

▶ γ̂(t) = p ◦ γ(t): 曲面上の曲線
▶ 仮定 t は γ̂(t) の弧長パラメータ：

E(u̇)2 + 2Fu̇v̇ +G(v̇)2 = 1

定義
κn(t) := ¨̂γ(t) · ν ◦ γ(t) : 法曲率

補題
κn = L(u̇)2 + 2Mu̇v̇ +N(v̇2). ただし L, M , N は第二基本量．
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方向の法曲率

▶ v = (α, β)：平面ベクトル，Eα2 + 2Fαβ +Gβ2 = 1．
▶ κn(v) := Lα2 + 2Mαβ +Nβ2.

命題
ベクトル v = (α, β) が Eα2 + 2Fαβ +Gβ2 = 1 を満たしながら
動くとき，κn(v) = Lα2+2Mαβ+Nβ2 の最大・最小値は主曲率．
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Gauss枠

▶ p(u, v): 正則曲面；ν: 単位法線ベクトル場．
▶ F(u, v) := (pu(u, v), pv(u, v), ν(u, v)) を Gauss 枠という．
▶ L, M , N : 第二基本量；A = (Aj

i ): 行列

定理 (定理 4.7)

正則曲面 p(u, v) の Gauss 枠 F := (pu, pv, ν)は次を満たす：

Fu = FΩ, Fv = FΛ,

Ω :=



Γ1
11 Γ1

12 −A1
1

Γ2
11 Γ2

12 −A2
1

L M 0


 , Λ :=



Γ1
12 Γ1

22 −A1
2

Γ2
12 Γ2

22 −A2
2

M N 0


 .

(A = (Aj
i )i,j=1,2 は Weingarten 行列，Γk

ij は Christoffel記号)．
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Christoffel記号
正則曲面 p(u, v) に対して

[puu]
T = Γ1

11pu + Γ2
11pv,

[puv]
T = Γ1

12pu + Γ2
12pv = Γ1

21pu + Γ2
21pv,

[pvv]
T = Γ1

22pu + Γ2
22pv

を満たす (u, v) の関数 Γk
ij が存在する．Christoffel記号

命題 (命題 4.5)
Christoffel 記号は第一基本量で表される．

Γ
1
11 =

1

2∆
(GEu − 2FFu + FEv),

Γ
1
12 =

1

2∆
(GEv − FGu),

Γ
1
22 =

1

2∆
(2GFv − GGu − FGv),

Γ
2
11 =

1

2∆
(−FEu + 2EFu − EEv),

Γ
2
12 =

1

2∆
(−FEv + EGu),

Γ
2
22 =

1

2∆
(−2FFv + FGu + EGv).
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Christoffel記号

Gauss-Weingarten の公式

Fu = FΩ, Fv = FΛ,

Ω :=



Γ1
11 Γ1

12 −A1
1

Γ2
11 Γ2

12 −A2
1

L M 0


 , Λ :=



Γ1
12 Γ1

22 −A1
2

Γ2
12 Γ2

22 −A2
2

M N 0


 .

命題
Ωv − Λu = ΩΛ− ΛΩ

幾何学概論第二 4: Gauss の公式
2020/12/24(2021/01/07 訂正) 11 /

15



問題 4-1

問題
曲面 p : U → R3 の単位法線ベクトル場を ν(u, v) とする．曲面の
第一基本形式，第二基本形式が ds2 = du2 + 2 cos θ du dv + dv2,
II = 2 sin θ du dv と書けているとき，Gauss方程式，Weingarten
方程式の適合条件を θ を用いて表しなさい．ただし θ = θ(u, v)
は区間 (0, π) に値をとる C∞-級関数．
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問題 4-2

問題
領域 U = {(u, v) ; v > 0} で定義された正則曲面
p(u, v) := (cosu sech v, sinu sech v, v − tanh v) を考える．定数 a
(> 1) に対して，U 上の曲線 u2 + cosh2 v = a2 を
γ(t) := (u(t), v(t))（u̇ > 0, ˙ = d/dt） と表示し，γ̂(t) = p ◦ γ(t)
とする．

1. t が γ̂(t) の弧長パラメータとなっているとき，u̇ = 1
a cosh

2 v,
v̇ = −u

a cotanh v が成り立つことを示しなさい．

2. 曲面上の曲線 γ̂ の法曲率を κn, 空間曲線としての曲率を κ
とするとき，|κn/κ| を求めなさい．
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