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問題 4-1

問題
曲面 p : U → R3 の単位法線ベクトル場を ν(u, v) とする．曲面の
第一基本形式，第二基本形式が

ds2 = du2 + 2 cos θ du dv + dv2, II = 2 sin θ du dv

と書けているとき，Gauss，Weingarten の公式の適合条件を θ を
用いて表しなさい．
θ = θ(u, v)：区間 (0, π) に値をとる C∞-級関数．

▶ 漸近Chebyshev網（問題 2-1，第 3回講義の映写資料 2参照）．
▶ K = −1

幾何学概論第二 4: Gauss の公式 (補足) 2021/01/07 2 / 17

問題 4-1





puu = Γ1
11pu + Γ2

11pv + Lν,

puv = Γ1
12pu + Γ2

12pv +Mν,

pvv = Γ1
22pu + Γ2

22pv +Nν.

(Gaussの公式)

{
νu = −A1

1pu −A2
1pv,

νv = −A1
2pu −A2

2pv.
(Weingarten の公式)

▶ Γk
ij : Christoffel記号（第一基本量で書ける）

▶ Weingarten 行列

A = Î −1 ÎI =

(
A1

1 A1
2

A2
1 A2

2

)
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問題 4-1

Q

1. 定理 4.7の Ω, Λ 内の −A2
1 と −A1

2 が逆では? いいえ

2. A = (Aj
i ) の Aj

i は A の (i, j)成分ですか？ (j, i) 成分です．

3. クリストフェル記号の添字にはどのような意味がありますか．

4. Christoffel 記号は 3階のテンソルですか? いいえ

▶ パラメータ (u, v) を (u1, u2) と書く．
▶ uj に関する微分を下付きの j で表す：pj = puj，pjk − pujuk

[pjk]
T =

2∑

l=1

Γl
jkpl, νj = −

2∑

l=1

Al
jpl
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問題 4-1

E = G = 1, F = cos θ から Î =

(
1 cos θ

cos θ 1

)
,

0 = Eu = (pu · pu)u = 2pu · puu, 0 = Ev = 2pu · puv
0 = Gu = (pv · pv)u = 2pu · puv, 0 = Gv = 2pv · pvv

−θu sin θ = Fu = puu · pv + pu · puv = pv · puu
−θv sin θ = Fv = puv · pv + pu · pvv = pu · pvv.

(
tpu
tpv

)
(puu, puv, pvv) =

(
pu · puu pu · puv pu · pvv
pv · puu pv · puv pv · pvv

)
= − sin θ

(
0 0 θv
θu 0 0

)

(
tpu
tpv

)
(puu, puv, pvv) =

(
tpu
tpv

)(
[puu]

T , [puv]
T , [pvv]

T
)

=

(
tpu
tpv

)(
Γ1
11 Γ1

12 Γ1
22

Γ2
11 Γ2

12 Γ2
22

)
= Î

(
Γ1
11 Γ1

12 Γ1
22

Γ2
11 Γ2

12 Γ2
22

)

(
Γ1
11 Γ1

12 Γ1
22

Γ2
11 Γ2

12 Γ2
22

)
=

− sin θ

1− cos2 θ

(
1 − cos θ

− cos θ 1

)(
0 0 θv
θu 0 0

)
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問題 4-1

(
Γ1
11 Γ1

12 Γ1
22

Γ2
11 Γ2

12 Γ2
22

)
=

(
− csc θ cot θ
cot θ − csc θ

)(
0 0 θv
θu 0 0

)

=

(
θu cot θ 0 −θv csc θ

−θu csc θ 0 θv cot θ

)

(
A1

1 A1
2

A2
1 A2

2

)
= Î −1 ÎI =

(
csc θ − cot θ

− cot θ csc θ

)(
0 1
1 0

)

=

(
− cot θ csc θ
csc θ − cot θ

)
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問題 4-1

▶ Gauss枠：F := (pu, pv, ν) ⇒
{
Fu = FΩ

Fv = FΛ.

Ω =



Γ1
11 Γ1

12 −A1
1

Γ2
11 Γ2

12 −A2
1

L M 0


 =




θu cot θ 0 cot θ
−θv csc θ 0 − csc θ

0 sin θ 0




Λ =



Γ1
12 Γ1

22 −A1
2

Γ2
12 Γ2

22 −A2
2

M N 0


 =




0 −θv csc θ − csc θ
0 θv cot θ cot θ

sin θ 0 0




▶ 適合条件（可積分条件）：Ωv − Λu − ΩΛ+ ΛΩ = O．

θuv cot θ − cos θ θuv csc θ − 1 0
−θuv csc θ + 1 −θuv cot θ + cos θ 0

0 0 0


 = O
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問題 4-1

Q
フルネ枠を考えていたときの d

dsF(s) = F(s)Ω(s) の Ω は交代行
列だったので，ガウス枠について考えたときにもどこかに対称性
のようなものがあるのかどうかと思いましたが，. . .

A
Gauss枠は直交行列でない．
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問題 4-1

▶ 適合条件


θuv cot θ − cos θ θuv csc θ − 1 0
−θuv csc θ + 1 −θuv cot θ + cos θ 0

0 0 0




= (θuv − sin θ)




cot θ csc θ 0
− csc θ − cot θ 0

0 0 0


 = O.

θuv = sin θ : Sine-Gordon 方程式
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問題 4-1

Q
適合条件は何を求める方程式になるのでしょうか．

A
曲面が存在すれば自動的に適合条件は満たされる．

Q
適合条件を満たさないとき，その曲面はどうなるのでしょうか？

A
そういう曲面は存在しない．

Q
適合条件を満たすとき，その Gauss枠 F が Fu = FΩ, Fv = FΛ
を満たすような正則曲面をもってくることはできますか．今回
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問題 4-2

問題
領域 U = {(u, v) ; v > 0} で定義された正則曲面
p(u, v) := (cosu sech v, sinu sech v, v − tanh v) を考える．定数 a
(> 1) に対して，U 上の曲線 u2 + cosh2 v = a2 を
γ(t) := (u(t), v(t))（u̇ > 0, ˙ = d/dt） と表示し，γ̂(t) = p ◦ γ(t)
とする．

1. t が γ̂(t) の弧長パラメータとなっているとき，u̇ = 1
a cosh

2 v,
v̇ = −u

a cotanh v が成り立つことを示しなさい．

2. 曲面上の曲線 γ̂ の法曲率を κn, 空間曲線としての曲率を κ
とするとき，|κn/κ| を求めなさい．

▶ 擬球面：問題 1-1の b = 0 の場合．
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問題 4-2

問題
ds2 = sech2 v du2 + tanh2 v dv2, II = − sech v tanh v(du2 − dv2).
定数 a (> 1) に対して，U 上の曲線 u2 + cosh2 v = a2 を
γ(t) := (u(t), v(t))（u̇ > 0, ˙ = d/dt） と表示し，γ̂(t) = p ◦ γ(t)．

1. t が γ̂(t) の弧長パラメータとなっているとき，u̇ = 1
a cosh

2 v,
v̇ = −u

a cotanh v が成り立つことを示しなさい．

ü = −2u

a
cosh2 v, v̈ = − 1

a2
cotanh v csch2 v(cosh2 v sinh2 v+u2)
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問題 4-2

問題
ds2 = sech2 v du2 + tanh2 v dv2, II = − sech v tanh v(du2 − dv2).
定数 a (> 1) に対して，U 上の曲線 u2 + cosh2 v = a2 を
γ(t) := (u(t), v(t))（u̇ > 0, ˙ = d/dt） と表示し，γ̂(t) = p ◦ γ(t)．

2. 曲面上の曲線 γ̂ の法曲率を κn, 空間曲線としての曲率を κ
とするとき，|κn/κ| を求めなさい．

¨̂γ =
(
ü+ Γ1

11u̇
2 + 2Γ1

12u̇v̇ + Γ1
22v̇

2
)
pu

+
(
v̈ + Γ2

11u̇
2 + 2Γ2

12u̇v̇ + Γ2
22v̇

2
)
pv + (∗)ν = (∗)ν = κnν.

⇒ |κn| = |¨̂γ| = |κ|.
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問題 4-2

Q
法曲率があるなら接曲率も法曲率と同様に定義できそうですが，
講義にもなければ調べてもでてこないのであまり本質とは関係な
いんですか．次回にでてくるんでしょうか．

A
「測地的曲率」という．第 6回で扱う．

Q
今回の問題 4-2では |κn/κ| = 1 となりましたが，|κn/κ| = 1 にな
るときの曲線の特徴は何がありますか？

A
測地線．第 6回講義で扱う．
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問題 4-2

Q
空間内の曲線に対して曲率が定義され，一方で同じ曲線だとして
も曲面上にのると曲率は曲線とそうでない曲率に分解されます．
このとき，この曲線が乗る曲面は任意にとることができますが
（曲線と関係ないところではどうなっていてもいいように思えま
す）この曲率の分解は一意に定まりますか？

A
曲線がのっている曲面の法線ベクトルが変わると分解が変わる．
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