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目標
定理 U命題 RXjV
ユークリッド空間 Rn の等長変換は

' : Rn 3 x 7�! Ax+ a 2 Rn A 2 P(n), a 2 Rn

の形に表される．
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ユークリッド空間
定義

RX ユークリッド空間：Rn に標準的な内積 ǳ·Ǵ を与えたもの．
kX 大きさ：v 2 Rn に対して |v| =

p
v · vX

jX 角度：v- w 2 Rn \ {0} に対して
\(v,w) := +Qb�1 v ·w

|v| |w|

9X k点 S- Z 2 Rn に対して d(S,Z) = |
�!SZ|．

注：
I v ·w = tvwX
I (Rn, d) は距離空間．
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直交行列
定義
実数を成分とする n次正方行列が直交行列であるとは

tAA = AtA = I UI は n次単位行列V

I 直交行列 , 内積を保つ線形変換：(Av) · (Aw) = v ·w
I 直交行列 , 大きさを保つ線形変換：|Av| = |v|
I (a1, . . . ,an) が直交行列, {a1, . . . ,an} が Rn の正規直交系
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直交群
命題
直交行列の行列式は 1 または �1 である．

P(n) := {n次直交行列} 直交群
aP(n) := {A 2 P(n) ; /2iA = 1} 特殊直交群

I P(n) は行列の積に関して群をなす．
I A- B 2 P(n) ) AB 2 P(n)（結合則 (AB)C = A(BC)）．
I I 2 P(n)
I A 2 P(n) ) A�1 2 P(n)．

I aP(n) は行列の積に関して群をなす（P(n) の部分群）
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k次直交行列
命題

aP(2) =

⇢✓
+Qb ✓ � bBM ✓
bBM ✓ +Qb ✓

◆
; ✓ 2 R

�
,

P(2) = aP(2) [
⇢✓

+Qb ✓ bBM ✓
bBM ✓ � +Qb ✓

◆
; ✓ 2 R

�
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A = (% ) として 「
AA ・ 1 6 9 )

となる a.be d を 定める



回転
✓
X
Y

◆
=

✓
+Qb ✓ � bBM ✓
bBM ✓ +Qb ✓

◆✓
x
y

◆

幾何学概論第一 ユークリッド空間の曲線 kykRfRyfyd d f Rk

国有 1を 姚
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折返し
✓
X
Y

◆
=

✓
+Qb ✓ bBM ✓
bBM ✓ � +Qb ✓

◆✓
x
y

◆
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j次直交行列
問題
A 2 aP(3) ならば，ある P 2 aP(3) が存在して

tPAP =

0

@
1 0 0
0 +Qb ✓ � bBM ✓
0 bBM ✓ +Qb ✓

1

A .

I A の固有値の一つは 1．その単位固有ベクトルを a1 とする．
I a1 に直交する単位ベクトル a2 をひとつとる．
I a3 = a1 ⇥ a2（ベクトル積）とする．
I P = (a1,a2,a3) とおく．
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等長変換
定義
写像 f : Rn ! Rn が等長変換であるとは

d
�
f(S), f(Z)

�
= d(S,Z) (S,Z 2 Rn)

が成り立つこと．
I Rn の等長変換全体は写像の合成に関して群をなす．
補題
直交行列 A 2 P(n)，a 2 Rn に対して写像

fA,a : Rn 3 x 7�! fA,a(x) = Ax+ a 2 Rn

は等長変換．
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合同 変換

(距離を保つこと)
r

「
f (水) - An a

,
f ( y) = Aya

d (朒拗川拗寸的に 1☒ばか)には川



等長変換の決定
定理
ユークリッド空間 Rn の等長変換は

' : Rn 3 x 7�! Ax+ a 2 Rn A 2 P(n), a 2 Rn

の形に表される．
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f :張
fn_n.is

① ga) - 拗 - f (0) : g も 寺長.gl = 0

② 18 日り に は 1 Ng
③ gい .gg ) - がま な (1が+ば
④ g : 線形 ie 抑り =肌 では然)

⑤ ② より AE OLD



幾何
_

幾可 ✗

- 同形 の 1五 覚
-

"同じ 図形
"

は 同じ 性質 をもっ て ほしい

ぐる無等長変換 で うつり 合う もの

眄 (讔 り成積 ×



合同変換
Rn の等長変換を合同変換ということもある．等長変換
x 7! Ax+ a UA 2 P(n)，a 2 RnV が
I 向きを保つ合同変換 , A 2 aP(n)X
I 向きを反転する合同変換 , A 2 P(n) \ aP(n)X
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。
dtA= 1

dtA= -1


