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問題 3-3

問題
例 3-4 を真似て空間曲線の基本定理 3.7 に証明を与えなさい．

定理 (空間曲線の基本定理)
区間 J ⊂ R 上で定義された 2つの C∞-級関数 κ, τ が与えられ，
とくに κ > 0 が J 上で成り立っているとする．このとき，弧長に
よりパラメータづけられた C∞-級の空間曲線 γ : J → R3 で，曲
率，捩率がそれぞれ κ, τ となるものが存在する．さらにそのよう
な曲線は変換 γ 7→ Aγ + a（A ∈ SO(3), a ∈ R3）を除いて一意的
である.

幾何学概論第一 空間曲線の局所的性質 2021/10/28 2 / 1



フルネ・セレの公式
I γ : J → R3: 空間曲線; s: 弧長;
I e := γ′; κ := |γ′′|; 仮定：κ > 0

I n := γ′′/κ; b := e× n; τ := −b′ · n.
F := (e,n, b) : J → SO(3) (フルネ枠)

命題 (フルネ・セレの公式)

dF
ds

= FΩ

Ω =

0 −κ 0
κ 0 −τ
0 τ 0

 .

de

ds
= κn,

dn

ds
= −κe+ τb,

db

ds
= −τn
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空間曲線の基本定理の証明—一意性
I γ, γ̃ : J → R3：空間曲線の弧長パラメータ表示
I γ, γ̃ の曲率 κ，捩率 τ は共通．
γ, γ̃ のフルネ枠をそれぞれ F , F̃ : J → SO(3) とすると

F ′ = FΩ, F̃ ′ = F̃Ω

Ω =

0 −κ 0
κ 0 −τ
0 τ 0

 .
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空間曲線の基本定理の証明—存在
与えられた κ，τ に対して，線形常微分方程式の初期値問題

F ′ = FΩ, F(s0) = I

Ω =

0 −κ 0
κ 0 −τ
0 τ 0


の解を F とする．
I F : J → SO(3)．

I F = (e,n, b) とおき γ(s) :=

∫ s

s0

e(u) du とおく

I これが求めるものである．
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問題 3-1

問題
J = (−1, 1) で定義された，弧長 s をパラメータにもつ空間曲線
γ(s) の曲率 κ，捩率 τ が，定数 α に対して

κ(s) =

√
2√

1− s2
, τ(s) =

√
2α√

1− s2

を満たしているとする．γ の単位速度ベクトルを e(s)，主法線ベ
クトル，従法線ベクトルをそれぞれ n(s), b(s) とするとき，次の
すべての条件を満たすベクトル v を e(s), n(s), b(s) の線形結合
で表しなさい：

1. v = v(s) は s によらず一定，
2. v と γ′(s) の成す角は s によらず一定，
3. |v| = 1．
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問題 3-1
条件を満たすベクトル v を次のように書く：

v(s) = A(s)e(s) +B(s)n(s) + C(s)b(s).

1. v = v(s) は s によらず一定，

2. v と γ′(s) の成す角は s によらず一定，

3. |v| = 1．
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問題 3-1
具体的な解？

κ(s) =

√
2√

1− s2
, τ(s) =

√
2α√

1− s2
= ακ
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問題 3-2

問題
弧長によってパラメータづけられた空間曲線 γ(s) の s = s0 にお
ける微分係数 γ′(s0), γ′′(s0), γ′′′(s0) をフルネ枠 e(s0), n(s0),
b(s0) の線形結合で表しなさい．

de

ds
= κn,

dn

ds
= −κe+ τb,

db

ds
= −τn
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ブーケの公式

γ(s0 + δ) = γ(s0) + δe(s0) +
1

2
δ2κ(s0)n(s0)

+
1

6
δ3
(
−κ(s0)

2e(s0) + κ′(s0)n(s0) + κ(s0)τ(s0)b(s0)
)

+ o(δ3)

= γ(s0) +

(
δ − 1

6
κ0(s0)

2δ3 + o(δ3)

)
e(s0)

+

(
1

2
κ(s0)δ

2 +
1

6
κ′(s0)δ

3 + o(δ3)

)
n(s0)

+

(
1

6
κ(s0)τ(s0)δ

3 + o(δ3)

)
b(s0)
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