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グラフ表示
γ: R2 の正則曲線；P = γ(t0)；{e,n}：Frenet 枠

補題
上の状況で R2 の向きを保つ合同変換 F で，γ̃ = F ◦ γ とおく
と，γ̃(t0) =

t(0, 0)，進行方向の単位接ベクトル，左向き単位法線
ベクトルがそれぞれ ẽ(t0) =

t(1, 0), ñ(t0) = t(0, 1) となるものが
存在する．
さらにこのとき，0 を含む開区間 J ′，t0 を含む開区間 J とパラ
メータ変換 ϕ : J ′ 3 x 7→ t = ϕ(x) ∈ J および C∞-級関数
f : J ′ → R が存在して γ ◦ ϕ(x) =

(
x, f(x)

)
とかける．すなわち

γ は C∞-級関数 f のグラフで表示される．さらにこの関数 f は
f(0) = f ′(0) = 0 を満たす．
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曲率円
γ: R2 の正則曲線；P = γ(t0)；{e,n}：Frenet 枠；κ：曲率

定義
上の状況で，
I κ(t0) 6= 0 のとき

−→
PC = 1

κ(t0)
n(t0) となる点 C を中心とした

半径 1/|κ(t0)| の円で P における進行方向が γ の進行方向と
一致するような円 CPを γ の t0 における曲率円，その半径
を曲率半径という．

I κ(t0) = 0 のとき，γ の P = γ(t0) における接線で接点 P に
おける進行方向が γ のそれと一致するものを t0 における γ
の曲率円 という．
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グラフ表示
関数 f(x) のグラフ x 7→ (x, f(x))（f(0) = 0, f ′(0) = 0）の原点
における曲率は κ(0) = f ′′(0) で，
I κ(0) 6= 0 のとき，原点における曲率円は円

x2 + (y − 1/f ′′(0))2 = 1/(f ′′(0))2．
I κ(0) = 0 のとき，原点における曲率円は x軸．
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接触
I γ(t), σ(u)：平面正則曲線
I γ(t0) = σ(u0) =: P，

定義
γ と σ が P で 1次の接触をする⇔ 接線と進行方向を共有する．
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高次の接触
I γ(t), σ(u)：平面正則曲線
I γ(t0) = σ(u0) =: P で γ, σ は 1次の接触

⇒ P 7→ O となる向きを保つ等長変換により γ, σ はグラフ
x 7→ (x, f(x)), x 7→ (x, g(x)) とかける．ただし
f(0) = g(0) = f ′(0) = g′(0) = 0．

定義
γ, σ が P = γ(t0) = σ(u0) で p次の接触（p = 2, 3, . . .）をする
⇔

dkf

dxk
(0) =

dkg

dxk
(0) (k = 1, . . . , p).
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曲率円と接触

命題
平面曲線 γ(t) の点 P = γ(t0) における曲率円は P において γ と
2次の接触をする．
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座標変換

定義
領域 U ⊂ Rm から領域 V ⊂ Rm への全単射 Φ: U → V が微分同
相写像または座標変換であるとは，Φ と Φ−1 がともに C∞-級と
なることである．
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座標変換

例
I R から R への写像 x 7→ sinhx は微分同相写像である．
I R から R への写像 x 7→ x3 は微分同相写像でない．
I (0,∞)× R から R2 \ {(0, 0)} への写像

t(r, θ) 7→ t(r cos θ, r sin θ) ∈ R2 は微分同相写像でない．
I (0,∞)× (−π, π) から R2 \ {(x, 0) ; x 5 0} への写像

(r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ) ∈ R2 は微分同相写像である．

幾何学概論第一 平面曲線の局所的性質 2021/11/04 (2021/11/11 訂正) 9 / 14



接触の座標変換による不変性

事実
「二つの平面曲線が p次の接触をする」という性質は座標変換に
よらない．すなわち，二つの平面曲線 γ(t), σ(u) が点
P := γ(t0) = σ(u0) で p次の接触をするならば，P の近傍 U で
定義された微分同相写像 Φ: U → Φ(U)⊂R2 に対して Φ ◦ γ,
Φ ◦ σ は Φ(P) で p次の接触をする．
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問題 5-1

問題
弧長パラメータで表示された平面曲線 γ(s) の曲率をを κ，
P := γ(s0) における曲率円を CP と書く．

1. s0 における κ の微分係数 κ′(s0) が零でないとき，γ は s0
において CP を横切る，すなわち十分小さい正の数 ε で
s ∈ (s0 − ε, s0) で γ(s) は CP の内側（外側），
s ∈ (s0, s0 + ε) で γ(s) は CP の外側（内側）にあるようなも
のが存在することを示しなさい．

2. κ′(s0) = 0 のとき，γ が s0 において CP を横切る例，横切ら
ないような例を 1つずつ挙げなさい．
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問題 5-2

問題
正則曲線 γ の点 P = γ(t0) における曲率円をCP とする．「CP と
γ が P において 3次以上の接触をする」という条件は，R2 の変
換 δk : x 7→ kx, ι : x 7→ x

|x|2 によって保たれることを示しなさい．
ただし k は零でない定数，ι の場合は P が座標原点でないものと
する．
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問題 5-3

問題
正則とは限らない平面曲線 γ(t) に関する条件「γ̇(t0) = 0 かつ
det(γ̈(t0),

...
γ (t0)) 6= 0」は曲線のパラメータ変換と R2の

P := γ(t0) の近傍における座標変換によらないことを示しなさい．
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