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陰関数定理
定理 (陰関数定理)
Rn の領域 U 上で定義された C1-級関数 F : U ! R が，点
P = t(p1, . . . , pn) 2 U において

F (P) = 0,
@F

@xn
(P) 6= 0

を満たすならば，U における P の近傍 V，Rn�1 における
eP := t(p1, . . . , pn�1) の近傍 W，および C1-級関数 f : W ! Rが存在して，次を満たす：

{Q 2 V ; F (Q) = 0}

=
n
t�
x1. . . . , xn�1, f(x1, . . . , xn�1)

�
; t(x1, . . . , xn�1) 2 W

o
.
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なめらかな曲線 1

I R2 の空でない部分集合 C が，自己交叉のないなめらかな曲線であるとは，任意の P 2 Cに対して R2 における P の近傍 V が存在して，C \ V が，ある区間 J ⇢ R 上で定義された C1-級関数 f : J ! R のグラフ {(x, f(x)) ; x 2 J} と合同となることである．
定理
R2 の領域 U で定義された C1-級関数 F : U ! R に対して
C := F�1({0}) = {P 2 U ; F (P) = 0} 6= ; とする．C 上の各点
P で dF (P) :=

�
@F
@x (P), @F@x (P)

�
6= 0 が 成り立つならば S は自己交叉をもたないなめらかな曲線である．
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y 、
I の 減っ なめらか な毗

硼籠→ y
!狂 : 後分の配でない 関ねがう7



雌 媛置) 旧 キ 10 . 0)

{ ら も
0 ⇒ yfいい とかなたも 0 → つに SW とかは 、

II 造 は成立 しない
。 なめらかな曲は

た しかり こせばい)
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G
Ce だ (N - 1ID i がた り
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なめらかな曲線 2

I 区間 J ⇢ R 上で定義された C1-級写像 � : J ! R2 がパラメータ表示されたなめらかな曲線であるとは，各 t0 2 J に対して t0 を含む区間 J 0 := (t0 � ", t0 + ")（" > 0）が存在して
�(J 0) が自己交叉のないなめらかな曲線となることである．

定理
曲線の正則パラメータ表示 � : R � J ! R2 はパラメータ表示されたなめらかな曲線を与える．
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例

F1(x, y) = (x2+y2)2�(x2�y2), �1(t) =
t✓ cos t

1 + sin2 t
,

sin t cos t
1 + sin2 t

◆
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とくい点 の祝1え かことなる

下心げ-0 陰関な跡 が7跡
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例

F2(x, y) = (1� x2 � y2)3 � 27x2y2, �2(t) =
t �cos3 t, sin3 t

�
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陰関数の微分公式
F : R2 � U ! R: C1-級；P = (x0, y0) 2 U

I Fy(P) 6= 0 なら P の近傍で {F (x, y) = 0} は y = f(x) とグラフ表示できる．
定理
この状況で

f 0(x) = �Fx

Fy
, f 00(x) = �

FxxF 2
y � 2FxyFxFy + FyyF 2

x

F 3
y

が成り立つ．ただし Fx, …は (x, f(x)) における値を表す．
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平面曲線の曲率
系
領域 U ⇢ R2 上の C1-級関数 F : U ! R が C := F�1({0}) 6= ;かつ C 上の各点で dF 6= 0 を満たすとき，自己交叉をもたないなめらかな曲線 C の点 t(x, y) における曲率の絶対値は次で与えられる：

|FxxF 2
y � 2FxyFxFy + FyyF 2

x |q
F 2
x + F 2

y

3 .

幾何学概論第一 陰関数定理 2021/11/18 8 / 9

開出の向きを定め
ない

。
. 7に84)

な 扣 ⇒ # | 」 、

ド
朝|



最終回です

ご聴講ありがとうございました．

学修アンケートにご協力ください．
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