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陰関数定理

定理 (陰関数定理)
Rn の領域 U 上で定義された C∞-級関数 F : U → R が，点
P = t(p1, . . . , pn) ∈ U において

F (P) = 0,
∂F

∂xn
(P) 6= 0

を満たすならば，U における P の近傍 V，Rn−1 における
P̃ := t(p1, . . . , pn−1) の近傍 W，および C∞-級関数 f : W → R
が存在して，次を満たす：

{Q ∈ V ; F (Q) = 0}

=
{
t(
x1. . . . , xn−1, f(x1, . . . , xn−1)

)
; t(x1, . . . , xn−1) ∈ W

}
.
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なめらかな曲線 1
I R2 の空でない部分集合 C が，
自己交叉のないなめらかな曲線であるとは，任意の P ∈ C
に対して R2 における P の近傍 V が存在して，C ∩ V が，
ある区間 J ⊂ R 上で定義された C∞-級関数 f : J → R のグ
ラフ {(x, f(x)) ; x ∈ J} と合同となることである．

定理
R2 の領域 U で定義された C∞-級関数 F : U → R に対して
C := F−1({0}) = {P ∈ U ; F (P) = 0} 6= ∅ とする．C 上の各点
P で dF (P) :=

(
∂F
∂x (P),

∂F
∂x (P)

)
6= 0 が 成り立つならば S は自己

交叉をもたないなめらかな曲線である．
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なめらかな曲線 2
I 区間 J ⊂ R 上で定義された C∞-級写像 γ : J → R2 がパラ
メータ表示されたなめらかな曲線であるとは，各 t0 ∈ J に対
して t0 を含む区間 J ′ := (t0 − ε, t0 + ε)（ε > 0）が存在して
γ(J ′) が自己交叉のないなめらかな曲線となることである．

定理
曲線の正則パラメータ表示 γ : R ⊃ J → R2 はパラメータ表示さ
れたなめらかな曲線を与える．
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例

F1(x, y) = (x2+y2)2−(x2−y2), γ1(t) =
t( cos t

1 + sin2 t
,

sin t cos t
1 + sin2 t

)
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例

F2(x, y) = (1− x2 − y2)3 − 27x2y2, γ2(t) =
t (cos3 t, sin3 t

)
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陰関数の微分公式
F : R2 ⊃ U → R: C∞-級；P = (x0, y0) ∈ U

I Fy(P) 6= 0 なら P の近傍で {F (x, y) = 0} は y = f(x) とグ
ラフ表示できる．

定理
この状況で

f ′(x) = −Fx

Fy
, f ′′(x) = −

FxxF
2
y − 2FxyFxFy + FyyF

2
x

F 3
y

が成り立つ．ただし Fx, …は (x, f(x)) における値を表す．
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平面曲線の曲率

系
領域 U ⊂ R2 上の C∞-級関数 F : U → R が C := F−1({0}) 6= ∅
かつ C 上の各点で dF 6= 0 を満たすとき，自己交叉をもたないな
めらかな曲線 C の点 t(x, y) における曲率の絶対値は次で与えら
れる：

|FxxF
2
y − 2FxyFxFy + FyyF

2
x |√

F 2
x + F 2

y

3 .
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