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パラメータ変換
U , V ⊂ R2：領域
I p : R2 ⊃ U → R3: 正則曲面
I ϕ : R2 ⊃ V → U ⊂ R2：微分同相

主張
p̃ = p ◦ ϕ は正則曲面
「p̃ は p からパラメータ変換で得られる」
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曲面上の弧長
I p : U → R3：正則曲面
I γ : [a, b] → U：C∞

I γ̂ := p̃ ◦ γ．

定義

L(γ̂) :=
∫ b

a

∣∣∣∣dγ̂dt
∣∣∣∣ dt

dγ̂

dt
= u̇pu + v̇pv = (pu, pv)γ̇.
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曲面上の弧長

主張
I 曲面上の曲線の弧長は R3 の等長変換で不変．
I 曲面上の曲線の弧長は曲面のパラメータ変換によらない．
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曲面上の面積
I p : U → R3：正則曲面
I D ⊂ U , D: 有界閉集合．

定義

Ap(D) :=

∫∫
D
|pu × pv| du dv.

幾何学概論第二 パラメータ変換・長さと面積 2021/12/09 (2021/12/09 訂正) 5 / 10



曲面上の面積

主張
I 面積は R3 の等長変換で不変．
I 面積はパラメータ変換によらない．
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問題 1-1

問題
領域 D := (−π

2 ,
π
2 )× (−π, π) 上で定義された正則曲面

p : D 3 (u, v) 7→ p(u, v) := t(cosu cos v, cosu sin v, sinu) に
u = u(ξ), v = η という形のパラメータ変換を施して，
p̃(ξ, η) = p

(
u(ξ), η

)
が |p̃ξ| = |p̃η|, p̃ξ · p̃η = 0 を満たすような

p̃(ξ, η) を求めなさい．
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問題 1-2

問題
正の定数 R に対して，D = [0, πR]× [−π, π] で定義された正則曲
面 p(r, θ) := R

t(cos r
R cos θ, cos r

R sin θ, sin r
R

)
を考える．

与えられた正の数 ρ に対して

S(ρ) := {p(ρ, θ) ; −π 5 θ 5 π},
D(ρ) := {p(r, θ) ; 0 5 r 5 ρ,−π 5 θ 5 π}

とおき，S(ρ) の弧長を L(ρ), D(ρ) の面積を A(ρ) とおく．この
とき次の極限を求めなさい：

lim
ρ↘0

L(ρ)− 2πρ

ρ3
, lim

ρ↘0

A(ρ)− πρ2

ρ4
.
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問題 1-3

問題
正の定数 a に対して正則曲面 p : R2 → R3 を

p(u, v) :=
t (

a cos v cosh u

a
, a sin v cosh u

a
, u

)
で定める．正の数 δ に対して S(δ) := {p(δ, v) ; −π 5 v 5 π},
D(δ) := {p(u, v) ; −δ 5 u 5 δ,−π 5 v 5 π} とするとき，S(δ) の
弧長と D(δ) の面積を求めなさい．
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