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第一基本行列・第二基本行列
正則曲面 p(u, v) の単位法ベクトル場 ⌫(u, v) をとっておく：

bI :=

✓
E F

F G

◆
=

✓
pu · pu pu · pv
pv · pu pv · pv

◆
,

bII :=

✓
L M

M N

◆
= �

✓
pu · ⌫u pu · ⌫v
pv · ⌫u pv · ⌫v

◆
=

✓
puu · ⌫ puv · ⌫
pvu · ⌫ pvv · ⌫

◆
.

I bI , bII は対称行列．
I bI は正値，すなわちすべての固有値は正．とくに det bI > 0．
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ガウス曲率・平均曲率
A := bI �1 bII (ワインガルテン行列)

I A の固有値はパラメータのとり方によらない実数（主曲率）．
I ワインガルテンの公式 (⌫u, ⌫v) = �(pu, pv)A．

K := detA (ガウス曲率), H :=
1

2
trA (平均曲率)
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問題 3-1

問題
0 を含む開区間で定義された二つの C

1-級関数 ',  に対して，原点の近傍で定義された関数 f(x, y) := '(x) +  (y) のグラフ
p(x, y) := t(x, y, f(x, y)) は正則曲面を与える．この曲面の平均曲率が恒等的に零となる ',  で

'(0) =  (0) = '
0(0) =  

0(0) = 0

を満たすものを求めなさい．
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問題 3-1

'(x) = �1

k
log cos kx,

 (x) =
1

k
log cos ky,

f(x, y) =
1

k
log cos ky

cos kx
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シャーク曲面

(H = 0 )



問題 3-2

問題
弧長でパラメータづけられた空間曲線 �(s) (a < s < b) の曲率関数  が区間 (a, b) で零点を持たないとする．このとき，(a, b)⇥R上で p(s, t) := �(s) + t�

0(s) と定める．
I p の特異点集合，すなわち

{(s, t) ; ps(s, t) と pt(s, t) が一次従属} を求めなさい．
I p の正則点集合（特異点でない点の集合）上での p のガウス曲率，平均曲率を求めなさい．
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問題 3-2

(特異点集合) =
⇢
(s, t) ; t =

1

(s)

�
[ {(s, 0)} ,

K = 0, H =
⌧(s)

2t(s)
.
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問題 3-3

問題
集合 S := {t(x, y, z) ; x4 + y

4 + z
4 = 1} ⇢ R3 は，なめらかな曲面を与える．S のガウス曲率の最大値を求めなさい．
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問題 3-3

K =
9x2y2z2

(x6 + y6 + z6)2
, (最大値) = 3

p
3
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