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第一基本行列・第二基本行列
正則曲面 p(u, v) の単位法ベクトル場 ⌫(u, v) をとっておく：

bI :=

✓
E F

F G

◆
=

✓
pu · pu pu · pv
pv · pu pv · pv

◆
,

bII :=

✓
L M

M N

◆
= �

✓
pu · ⌫u pu · ⌫v
pv · ⌫u pv · ⌫v

◆
=

✓
puu · ⌫ puv · ⌫
pvu · ⌫ pvv · ⌫

◆
.

I bI , bII は対称行列．
I bI は正値，すなわちすべての固有値は正．とくに det bI > 0．
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ガウス曲率・平均曲率
A := bI �1 bII (ワインガルテン行列)

I A の固有値はパラメータのとり方によらない実数（主曲率）．
I ワインガルテンの公式 (⌫u, ⌫v) = �(pu, pv)A．

K := detA (ガウス曲率), H :=
1

2
trA (平均曲率)
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法曲率
定義
I v = ↵pu(u0, v0)+�pv(u0, v0)：曲面の P における接ベクトル
I �(t)：曲面上の弧長 t をパラメータとする曲線で �(0) = P，

�̇(0) = v となるもの
このとき � の t = 0 における法曲率 �

00 · ⌫を曲面の点 P における v 方向の法曲率とよび n(v) とかく．

n(v) = L↵
2 + 2M↵� +N�

2
,

ただし E↵
2 + 2F↵� +G�

2 = 1.

定理
曲面上の点 P における法曲率の最大値・最小値は主曲率である．
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主方向
定義
I n(v) が主曲率となるとき v の方向を主方向とよぶ．
I n(v) = 0 なるとき v の方向を漸近方向とよぶ．
命題
主曲率 � に対応する主方向のベクトルを

v = ↵pu(u0, v0) + �pv(u0, v0)

と書くと，t(↵,�) は A の �-固有ベクトル．
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問題 4-1

問題
正則曲面 p : D ! R3 のすべての点が臍点であるとき，p の像は平面か球面の一部であることを示しなさい．
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{ 連結 : 1弧状 )酷 ひとかき
D は 昉領域 開集合

○
A = (H) i: D上 の関数

ワインガルテン の式 連行でない
( t.hr ) = - CPu MA

こ、(Nu Mr )
が狐 ⇒ Our e -Nu - Mur
な 一 州 ⇒ tune -Mr - Mm



1 1

t.ve -Nu - Mar hi " ) から Mn duRio
tune -Mr - Mm

⇒
= m い

1児犯そ
こ、 TheN - O ⇒ 入 は 気前

RDの 連合は
C) に 0 vu - 0

,
w- 0 V : 実ベクトル

4(U . v) = (p(U cu) - PW .
W) ) ・ D とおく と

Yue Ride o que04Home。

なので ( PM .
v) - DG ) ・ D = 0

Ne puu。)
すなわち NumGT仙 (外加州

と 平面



(2) MO h - -Mn the -入れ

がポポ- 0 CM視 = 0

こ、
p -ポ - DG : and .

P - DG
でポ

1 p - 札に j
ieplu.ve Sie 側 が北に 前 }

球面



問題 4-2

問題
極小曲面の臍点はガウス曲率が零となる点であることを示しなさい．さらに，ガウス曲率が負となる極小曲面上の点では漸近方向が直交することを示しなさい．
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A 曲図 上の点 P が原点
。
主 方向が11.0.0)

6.1.0) となる よう に 曲図 を移初 して

My) -T.fi がい ) とかく
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fa.pe誕が入まり + 0時り入いが
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按網 で切っに切り口が
直交する2曲1&
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り
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問題 4-3

問題
弧長 u によりパラメータづけられた空間曲線 �(u) の曲率が零点を持たないとき，p(u, v) := �(u) + v�

0(u) で与えられる曲面の正則点におけるガウス曲率は零である（問題 3-2）．この状況で，pの第一基本形式が d⇠
2 + d⌘

2 となるようなパラメータ変換
(⇠, ⌘) 7! (u, v) を求めなさい．
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問題 4-4

問題
領域 D 上で定義された正則曲面 p : D ! R3 の単位法線ベクトル
⌫ をとり，実数 t に対して pt := p+ t⌫ とおく．有界領域 � ⇢ Dにおいて
I 正の数 " で，任意の t 2 (�", ") に対して pt : � ! R3 が正則曲面を与えるようなものが存在することを示しなさい．
I pt(�)（|t| < "）の面積を A(t) := Apt(�) と書くとき，

d

dt

����
t=0

A(t) = �2

Z

�
H(u, v)

p
EG� F 2 du dv

であることを示しなさい．ただし E, F , G は p の第一基本量，H は平均曲率である．
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