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Quiz
I 平面上の異なる 2点からの距離の積が一定である点の軌跡．
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Cassinian Oval

(
(x− a)2 + y2

)(
(x+ a)2 + y2

)
= b4

幾何学概論第一 平面曲線の基本定理 2022/10/13 3 / 11



Lemniscate

(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) = 0
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Lemniscate

(x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) = 0 (∗)

I x = r cos θ, y = r sin θ: (∗) ⇔ r2 = 2a2 cos 2θ

I tan θ = sin t: (∗) ⇔ (x, y) =

√
2a cos t

1 + sin2 t
(1, sin t)
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問題 1-1

問題
正の定数 a に対して

γ(t) :=

t(√
2a cos t

1 + sin2 t
,

√
2a cos t sin t

1 + sin2 t

) (
t ∈ J := [−π, π]

)
.

1. γ(t1) = γ(t2) (t1, t2 ∈ (−π, π), t1 < t2) となる t1, t2 の組．

2. π

2
<

L(γ)
4a

<
π√
2
．
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問題 1-2

問題
写像 γ : R → R4 を

γ(t) :=
t(sech t, t− tanh t, tanh t, sech t

)
とおく．

1. t は γ の弧長パラメータである．
2. γ̂(t) := π ◦ γ(t) (0 < t < +∞) の弧長パラメータ表示．
ただし

π : R4 3 t(x1, x2, x3, x4) 7−→ t(x1, x2) ∈ R2
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追跡線 tractrix
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特異点

定義 (定義 1.10)
曲線の C∞-級パラメータ表示 γ : J → Rn において γ̇(t0) = 0 が
成り立つとき t0 をパラメータ表示 γ の特異点という．特異点を
もたないパラメータ表示を曲線の正則なパラメータ表示，略して
正則曲線という．とくに |γ̇| = 1 のとき弧長パラメータ表示と
いう．
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弧長パラメータ
曲線のパラメータ表示 γ : J 3 s 7→ γ(s) ∈ Rn が
弧長パラメータ表示であるとは，|γ′(s)| = 1 が各 s ∈ J に対して
成り立つことである．このとき s を弧長パラメータという．

命題
正則曲線 γ : J → Rn に対して，これとパラメータ変換で移り合
う弧長によりパラメータ表示された曲線 γ̃ : J ′ → Rn が存在する．
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弧長パラメータ

命題
弧長パラメータは定数の差を除いて一意的である．
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