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復習：平面曲線の基本定理（存在）

定理 (平面曲線の基本定理 (1))
区間 J 上で定義された C∞-級関数 κ : J → R に対して弧長でパ
ラメータづけられた C∞-級平面曲線 γ : J → R2 で，その曲率関
数が κ となるものが存在する．
I F = (e,n)：フルネ枠
I ė = κn, ṅ = −κe.

s0 ∈ J を一つ固定して，次のようにおく：

γ(s) :=

∫ s

s0

t(cos θ(u), sin θ(u)
)
du, θ(s) :=

∫ s

s0

κ(u) du.
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問題 2-1

問題
区間 J で関数 κ(s) が次で与えられるとき，κ(s) を曲率にもつ弧
長によりパラメータ付けられた曲線 γ(s) で，指定された条件を
満たすものの具体的表示を求めなさい．

1. κ(s) = a（定数），J = R；γ(0) =

{
t(1/a, 0) a 6= 0
t(0, 0) a = 0

γ̇(0) = t(0, 1)．
2. κ(s) = 1/(1 + s2), J = R；γ(0) = t(0, 1)，γ̇(0) = t(1, 0)．
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問題 2-1 (1a)
κ(s) = 0; γ(0) = t(0, 0); γ̇(0) = t(0, 1)
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問題 2-1 (1b)
κ(s) = a 6= 0; γ(0) = t(1/a, 0); γ̇(0) = t(0, 1)
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問題 2-1 (2)
κ(s) =

1

1 + s2
; γ(0) = t(0, 1); γ̇(0) = t(1, 0)
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復習：平面曲線の基本定理（一意性）

定理 (平面曲線の基本定理 (2))
弧長でパラメータづけられた C∞-級平面曲線 γ : J → R2 で，そ
の曲率関数が κ となるものは回転と平行移動を除いて一意で
ある．
I F = (e,n)：フルネ枠

I F ′ = FΩ, Ω =

(
0 −κ
κ 0

)
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問題 2-2

問題
関数 κ(s) = a cos s+ b (a, b は定数) を曲率関数にもち，弧長 s
によりパラメータ表示された平面曲線を γa,b(s) と書く．
ただし γ̇a,b(0) =

t(1, 0)

1. ea,b(s) := γ̇a,b(s) とおくとき，ea,b(s+ 2π) = Aa,bea,b(s) と
なる直交行列Aa,b を求めなさい．

2. b = 1 のとき，γa,1(s+ 2π) = Aa,1γa,1(s) + aa,1 となる aa,1

を a を用いて表しなさい．

幾何学概論第一 閉曲線 2022/10/20 8 / 12



問題 2-2 (1)
κ(s) = a cos s+ b, γ̇(0) = t(1, 0)

θ(s) =
∫ s
0 (a cosu+ b) du = a sin s+ bu

e(s) = γ̇(s) =
(
cos θ(s) sin θ(s)

)
=

(
cos bs − sin bs
sin bs cos bs

)(
cos(a sin s)
sin(a sin s)

)
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問題 2-2 (2)
κ(s) = a cos s+ 1, γ̇(0) = t(1, 0)

e(s) = γ̇(s) =

(
cos(a sin s+ s)
sin(a sin s+ s)

)
γ(s) =

(
x(s)
y(s)

)
=

∫ s

0

(
cos(a sinu+ u)
sin(a sinu+ u)

)
du

γ(s+ 2π)− γ(s) =

∫ π

−π

(
cos(a sinu+ u)
sin(a sinu+ u)

)
du

=

(
−2πJ1(a)

0

)

幾何学概論第一 閉曲線 2022/10/20 10 / 12



aa,1
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γa,1

a = 0 a = 1 a ∼ 3.83 a = 4
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