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復習：閉曲線の回転数
閉曲線：
I γ : R → R2：C∞-級
I γ が周期 L（> 0）を持つ
全曲率・回転数：s を弧長とするとき

全曲率 = Tγ :=

∫ L

0
κ(s) ds, 回転数 = iγ :=

1

2π
Tγ ∈ Z

命題
2つの正則閉曲線 γ0, γ1 が正則ホモトピー同値ならば，回転数は
一致する．
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問題 3-1

問題
周期 2π の閉曲線

γa(t) =
t(cos t, (sin t)(a+ cos t)

)
の全曲率を求めなさい．ただし a は負でない定数である．

γ̇a(t) =
t
(− sin t, a cos t+ cos2 t− sin2 t)
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問題 3-1 (a ∈ [0, 1))

a = 0 a = 0.5 a = 1
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問題 3-1 (a ∈ (1,∞))

a = 2
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復習：フルネ枠
I γ(s)：正則曲線，s：弧長パラメータ
I F = (e,n)：フルネ枠

I F ′ = FΩ, Ω =

(
0 −κ
κ 0

)
I e′ = κn，n′ = −κe
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問題 3-2

問題
γ : J 3 s 7→ γ(s) ∈ R2 (s：弧長)
P := γ(s0) における曲率 κ0 = κ(s0) 6= 0 のとき，
十分小さい正の数 ε に対して 3点 P, Q−

ε := γ(s0 − ε)，
Q+

ε := γ(s0 + ε) を通る円の中心を Cεとおく．s = s0 におけるフ
ルネ枠を (e0,n0) := (e(s0),n(s0)) として，

−−→
PQ−

ε = p−(ε)e0 + q−(ε)n0,
−−→
PQ+

ε = p+(ε)e0 + q+(ε)n0,
−−→
PCε = α(ε)e0 + β(ε)n0

とおくとき，(˙ = d/dε)

lim
ε→+0


p±(ε) q±(ε)
ṗ±(ε) q̇±(ε)
p̈±(ε) q̈±(ε)
α(ε) β(ε)


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