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準備：3次元ユークリッド空間
R3: 3次元ユークリッド空間．
I 内積 v ·w = tvw.
I ベクトルの大きさ（ノルム）|v| =

√
v · v.

I 2点の距離 d(P,Q) = |
−→
PQ|.
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準備：等長変換
f : R3 → R3 が等長変換 ⇔ d(f(P), f(Q)) = d(P,Q)（∀P, Q）
I 3次直交行列全体の集合：O(3)．
I 3次直交行列のうち行列式が 1 のもの全体：SO(3)．
I f が等長変換 ⇔ f(x) = Ax+ a (A ∈ O(3), a ∈ R3)
I f(x) = Ax+ a (A ∈ SO(3), a ∈ R3)：向きを保つ等長変換．
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準備：ベクトル積
a, b および c ∈ R3 に対して

det(a, b, c) = (a× b) · c

a

b

a b×
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準備：ベクトル積
I 双線形
I 交代的
I a, b ∈ R3 が一次独立 ⇔ a× b 6= 0．
I a× b ⊥ a，b．
I A ∈ SO(3) ⇒ (Aa)× (Ab) = A(a× b)．
I A ∈ O(3) \ SO(3) ⇒ (Aa)× (Ab) = −A(a× b)．
I |a× b|2 = |a|2|b|2 − (a · b)2.
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準備：チェイン・ルール
I f :領域 U ⊂ R2上で定義された C∞-級関数
I γ : R ⊃ (a, b) 3 t 7→ γ(t) = t(u(t), v(t)) ∈ R2：C∞

I γ̂ = f ◦ γ
dγ̂

dt
(t) =

du

dt
(t)

∂f

∂u
(u(t), v(t)) +

dv

dt
(t)

∂f

∂v
(u(t), v(t)).

すなわち
˙̂γ = (fu, fv)γ̇
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準備：チェイン・ルール
I ϕ : R2 ⊃ V 3 t(ξ, η) 7→ ϕ(ξ, η) = t(u(ξ, η), v(ξ, η)) ∈ R2：

C∞

I γ : R ⊃ (a, b) 3 t 7→ γ(t) = (ξ(t), η(t)) ∈ V ：C∞

I γ̃ = ϕ ◦ γ.
dγ̃

dt
(t) =

(
∂u

∂ξ
(∗)dξ

dt
(t) +

∂u

∂η
(∗)dη

dt
(t),

∂v

∂ξ
(∗)dξ

dt
(t) +

∂v

∂η
(∗)dη

dt
(t)

)
ただし (∗) = (ξ(t), η(t))．すなわち

˙̃γ = P γ̇,

(
P :=

(
uξ uη
vξ vη

))
.
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準備：チェイン・ルール
I f :領域 U ⊂ R2上で定義された C∞-級関数
I ϕ : R2 ⊃ V 3 (ξ, η) 7→ ϕ(ξ, η) = (u(ξ, η), v(ξ, η)) ∈ R2：C∞

I f̃ = f ◦ ϕ

∂f̃

∂ξ
(ξ, η) =

∂u

∂ξ
(ξ, η)

∂f

∂u
(∗) + ∂v

∂ξ
(ξ, η)

∂f

∂v
(∗)

∂f̃

∂η
(ξ, η) =

∂u

∂η
(ξ, η)

∂f

∂u
(∗) + ∂v

∂η
(ξ, η)

∂f

∂v
(∗)

ただし (∗) = (u(ξ, η), v(ξ, η)). すなわち

(f̃ξ, f̃η) = (fu, fv)P

(
P :=

(
uξ uη
vξ vη

))
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準備：微分同相

定義
領域 U ⊂ R2 から領域 V ⊂ R2 への全単射 ϕ : U → V が微分同
相写像であるとは，ϕ と ϕ−1 がともに C∞-級となることである．
これを座標変換ということもある．

定理 (逆写像定理)
I 微分同相写像 ϕ : R2 ⊃ U → V ⊂ R2 のヤコビ行列は U の各
点で正則行列．すなわちヤコビ行列式（ヤコビアン）は零で
ない．

I C∞-級写像 ϕ : R2 ⊃ U → R2 のヤコビ行列が点 P ∈ U で正
則ならば，P の近傍 U0 が存在して，ϕ|U0 : U0 → ϕ(U0) は微
分同相となる．
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ユークリッド空間の曲面

例
グラフ：z = f(x, y)
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ユークリッド空間の曲面

例
陰関数：F (x, y, z) = 0
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正則曲面
領域 U ⊂ R2 から R3 への C∞-級写像

p : U 3 (u, v) 7−→ p(u, v) =
t(
x(u, v), y(u, v), z(u, v)

)
が曲面の正則パラメータ表示または正則曲面

⇐⇒ U の各点 (u, v) において pu(u, v), pv(u, v)が一次独立．

u

v

O Δu

Δv →
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正則曲面
(x, y) 7→ t(

x, y, f(x, y)
)
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正則曲面
t(
x(t), z(t)

)
: xz 平面上の正則曲線；x(t) > 0．

p(u, v) =
t(
x(v) cosu, x(v) sinu, z(v)

)
．
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注意
I 定義域の問題
I 自己交叉
I パラメータのとり方
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