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設定
I U : uv-平面の領域；V : ξη-平面の領域
I ϕ : V → U：微分同相
I P：ヤコビ行列

P :=

(
uξ uη
vξ vη

)
I 関数などは断りのない限り C∞-級
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微分

定義
関数 f : U → Rの微分：

df := fu du+ fv dv = (fu, fv)

(
du
dv

)

事実
微分はパラメータのとり方によらない．
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第一基本量と第一基本形式
I p : U → R3：正則曲面

定義
第一基本行列；第一基本量

Î =

(
E F
F G

)
:=

(
tpu
tpv

)
(pu, pv) =

(
pu · pu pu · pv
pv · pu pv · pv

)
第一基本形式

ds2 := E du2 + 2F du dv +Gdv2 = dp · dp =

(
tpu
tpv

)
(pu, pv)

幾何学概論第二 第一・第二基本形式 2022/12/15 4 / 10



単位法線ベクトル場
I p : U → R3：正則曲面
I ν：単位法線ベクトル場；ν = (±) pu×pv

|pu×pv |．

補題

puu · ν = −pu · νu, puv · ν = −pu · νv,
pvu · ν = −pv · νu, pvv · νY = −pv · νv

とくに pu · νv = pv · νu.
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第二基本形式・第二基本量

定義
第二基本行列；第二基本量

ÎI =

(
L M
M N

)
:= −

(
tpu
tpv

)
(νu, νv) = −

(
pu · νu pu · νv
pv · νu pv · νv

)
第二基本形式

ds2 := Ldu2 + 2M dudv +N dv2 = −dp · dν = −
(

tpu
tpv

)
(νu, νv)
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パラメータ変換
I p̃(ξ, η)：p(u, v) のパラメータ変換．
I p̃ の第一基本量などを Ẽ などと書く．

補題

˜̂
I = tP Î P,

˜̂
II = tP ÎI P.

とくに ds2, II はパラメータのとり方によらない．
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問題 2-1

問題
実数 a, b が a2 + b2 = 1 かつ a 6= 0 を満たしているとき，写像
pa,b : R× (0,∞) → R2 を

pa,b(u, v) :=

 a sech v cosu
a sech v sinu

a(v − tanh v) + bu


で定める．このとき，pa,b の第一基本形式，第二基本形式を求め
なさい．
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問題 2-2

問題
領域 U ⊂ R2 上で定義された C∞-級関数 f : U → R に対して，
p(x, y) :=

t(
x, y, f(x, y)

)
と定める．

I p の第一基本行列 Î，第二基本行列 ÎI を求めなさい．
I とくに点 (x0, y0) ∈ U において pの単位法線ベクトルが

t(0, 0, 1) に平行であるとき，(x0, y0) において Î −1 ÎI は対
称行列であることを示しなさい．
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