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問題 3-1

問題
0 を含む開区間で定義された二つの C∞-級関数 ϕ, ψ に対して，
xy-平面上の原点の近傍で定義された関数 f(x, y) := ϕ(x) + ψ(y)
のグラフ p(x, y) := t(x, y, f(x, y)) は正則曲面を与える．この曲
面の平均曲率が恒等的に零となる ϕ, ψで ϕ(0) = 0, ψ(0) = 0,
ϕ′(0) = 0, ψ′(0) = 0 を満たすものを求めなさい．
（ヒント：xy-平面上の領域 U の各点 (x, y) で ϕ(x) = ψ(y) が成
り立つなら，この両辺は定数．）
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移動曲面
I 関数 f(x, y) = ϕ(x) + ψ(y) のグラフで表される曲面を
移動曲面という．

z = x2 − y2
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グラフ表示の平均曲率
p(x, y) := t(x, y, f(x, y))

I px = t(1, 0, fx), py = t(0, 1, fy)

I ν = 1
δ
t(−fx,−fy, 1)，δ =

√
1 + f2x + f2y

I pxx = t(0, 0, fxx), pxy = t(0, 0, fxy), pyy = t(0, 0, fyy)

Î =

(
1 + f2x fxfy
fxfy 1 + f2y

)
, ÎI =

1

δ

(
fxx fxy
fyx fyy

)
A = Î −1 ÎI =

1

δ3

(
(1 + f2y )fxx − fxfyfxy ∗

∗ (1 + f2x)fyy − fxfyfxy

)

H =
1

2δ3

(
(1 + f2y )fxx − 2fxfyfxy + (1 + f2x)fyy

)

幾何学概論第二 平均曲率・ガウス曲率の幾何学的性質 2023/01/05 4 / 15



極小曲面
I 平均曲率が恒等的に零であるような曲面を極小曲面という．
I グラフ t(x, y, f(x, y)) が極小曲面 ⇔

(1 + f2y )fxx − 2fxfyfxy + (1 + f2x)fyy = 0

I 移動曲面 t(x, y, ϕ(x) + ψ(y)) が極小曲面⇔

(1 + ψ′2)ϕ′′ + (1 + ϕ′2)ψ′′ = 0
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シャーク曲面

z = log cosx
cos y

cos y · ez = cosx
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陰関数定理

定理 (陰関数定理)
I F : R3 ⊃ U 3 t(x, y, z) 7→ F (x, y, z) ∈ R: C∞

I F (P) = 0，Fz(P) 6= 0 (P := t(x0, y0, z0) ∈ U)
⇒
I ∃ V ⊂ U：P の近傍；
I ∃ W ⊂ R2：(x0, y0) の近傍；
I ∃f : W → R：C∞

で次を満たす：

{Q ∈ V ; F (Q) = 0} =
{
t(
x, y, f(x, y)

)
; t(x, y) ∈W

}
.

幾何学概論第二 平均曲率・ガウス曲率の幾何学的性質 2023/01/05 7 / 15



陰関数定理

定理 (陰関数定理)
I F : R3 ⊃ U 3 t(x, y, z) 7→ F (x, y, z) ∈ R: C∞

I F (P) = 0，Fz(P) 6= 0 (P := t(x0, y0, z0) ∈ U)
⇒ {t(x, y, z) ; F (x, y, z) = 0} は点 P の十分近くで z = f(x, y)
とグラフ表示される．

系
I F : R3 ⊃ U 3 t(x, y, z) 7→ F (x, y, z) ∈ R: C∞

I S := {t(x, y, z) ; F (x, y, z) = 0} 6= ∅
I dF = (Fx, Fy, Fz) 6= 0 が S 上で成り立つ

⇒ S は「なめらかな曲面」
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例：シャーク曲面
{t(x, y, z) ; cos y · ez = cosx} は滑らかな曲面．
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問題 3-2

問題
正の定数 a, b, c に対して，集合

S :=

{
t(x, y, z) ;

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

}
⊂ R3

は，次の意味でなめらかな曲面を与える：
任意の点 P ∈ S に対して，R3 における P の近傍 V と，
R2 の領域 U で定義された曲面の正則パラメータ表示
p : U → R3 が存在して，p(U) = V ∩ S が成り立つ．

とくに 0 < a < b < c のとき，S のガウス曲率 K，平均曲率 H
が H2 −K = 0 を満たすような S 上の点を求めなさい．
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楕円面
F (x, y, z) :=

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
− 1 = 0
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臍点
臍点：ふたつの主曲率が一致する点．

補題
臍点 ⇔ H2 −K = 0 ⇔ A = κI
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楕円面の臍点

S :=
{t(x, y, z) ; F (x, y, z) = 0

}
, F (x, y, z) :=

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
−1

I S′ := S ∩{z 6= 0} 上の各点で z = f(x, y) とグラフ表示する．

A = ?

(
(F 2

y + F 2
z )Fxx + F 2

xFzz FxFy(Fzz − Fyy)

FxFy(Fzz − Fxx) (F 2
x + F 2

z )Fxx+ F 2
yFzz

)
=

(
κ 0
0 κ

)
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楕円面の臍点
F = x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
− 1；z 6= 0 のとき(

(F 2
y + F 2

z )Fxx + F 2
xFzz FxFy(Fzz − Fyy)

FxFy(Fzz − Fxx) (F 2
x + F 2

z )Fxx+ F 2
yFzz

)
=

(
κ̃ 0
0 κ̃

)

I (1, 2)-成分，(2, 1)-成分が零 ⇔ xy = 0．
I x = 0 のとき (1, 1)-成分 = (2, 2)-成分⇔
c2(c2 − a2)y2 + b2(b2 − a2)z2 = 0．

I y = 0 のとき (1, 1)-成分 = (2, 2)-成分⇔
c2(b2 − c2)x2 + a2(b2 − a2)z2 = 0．
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楕円面の臍点（結論）
0 < a < b < c を満たす楕円面 x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 の臍点は 4点：

t(
±a
√
b2 − a2

c2 − a2
, 0,±c

√
c2 − b2

c2 − a2

)
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