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第一基本量・第二基本量（復習）
I U ⇢ R2：uv平面の領域
I p : U ! R3：正則曲面；⌫：単位法線ベクトル
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主曲率・ガウス曲率・平均曲率（復習）
p(u, v): 正則曲面
定義
ワインガルテン行列 A := bI �1 bII の
I 固有値 1, 2 を主曲率という．
I 主曲率の平均を平均曲率という：

H :=
1

2
(1 + 2) =

1

2
trA.

I 主曲率の積をガウス曲率という：
K := 12 = detA =

det bII
det bI

.

Q: ワインガルテン行列の固有ベクトルの意味は？
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曲面上の曲線
I p : U ! R3：正則曲面
I �

u(t), v(t)
�：平面曲線

I �(t) := p(u(t), v(t))：曲面上の曲線．
�̇(t) = u̇(t)pu(u(t), v(t)) + v̇(t)pv(u(t), v(t))

補題
t が � の弧長パラメータ ,

Eu̇
2 + 2Fu̇v̇ +Gv̇

2 = 1
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法曲率
I �(t) = p(u(t), v(t))：曲面上の曲線；t：弧長パラメータ
I �(0) = p(u0, v0) =: P．
定義
�̈(0) · ⌫(u0, v0) を � の P における法曲率という．
命題
法曲率は曲線の速度ベクトルのみに依存し，加速度ベクトルには依存しない．
チェイン・ルールより �̈ = (u̇)2puu+2u̇v̇puv +(v̇2)pvv + üpu+ v̈pv となるが，pu, pv は ⌫ と直交する．具体的には �̈ · ⌫ = u̇

2
L+2u̇v̇M + v̇

2
N．
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法曲率
I P := p(u0, v0)

I v = ↵pu(u0, v0) + �pv(u0, v0)；|v| = 1
, ↵

2
E + 2↵�F + �

2
G = 1

定義
曲面上の点 P における v 方向の法曲率 を

n(v) := ↵
2
L+ 2↵�M + �

2
N

で定める．
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法曲率と主曲率
定理
曲面上の点 P における法曲率の最大値・最小値は主曲率である．
関数 h(↵,�) = (↵,�) bII

�↵
�

� の，条件 g(↵,�) = (↵,�) bI
�↵
�

�
= 1 のもとでの最大・最小問題

I 条件を満たす (↵,�) の組全体は R2 の有界閉集合 ) 最大・最小値は存在する．
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主方向
I 1, 2：主曲率
I n(vj) = j を満たす vj を主方向という．臍点：ふたつの主曲率が一致する点 , 法曲率が一定．
定理
臍点でない点で，主方向 vj = ↵jpu + �jpv に対応する平面ベクトル t(↵j ,�j) は A の固有値 j に関する固有ベクトル．
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復習：グラフ表示
I P = p(u0, v0)．
I 回転と平行移動で P = O，⌫(P) = t(0, 0, 1) としてよい．
このとき，曲面は (x, y, f(x, y)) とグラフ表示できて，原点において

bI =

✓
1 0
0 1

◆
, bII =

✓
fxx fxy

fyx fyy

◆
, A =
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fxx fxy

fyx fyy

◆

を満たす．
系 (復習)
ワインガルテン行列の固有値は実数である．
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主方向の直交性
定理
曲面上の点 P が臍点でないとき，二つの主方向は直交する．
系
点 P が臍点でないとするとき，回転と平行移動によって
I P = O (座標原点)
I ⌫(u0, v0) =

t(0, 0, 1)

I t(1, 0, 0), t(0, 1, 0) はそれぞれ P における主曲率 1, 2 に関する主方向
となるようにできる．とくに主方向は互いに直交する．
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主曲率と曲面の形状
I p(x, y) = (x, y, f(x, y))：グラフ表示された曲面．
I f(0, 0) = fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0．
I 原点における主方向は t(1, 0, 0)，t(0, 1, 0)．
この状況で，

f(x, y) =
1

2
(1x

2 + 2y
2) + o(x2 + y

2) ((x, y) ! (0, 0)).
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問題 4-1

問題
集合 S := {t(x, y, z) 2 R3 ; x2 + y

2 � a
2
z
2 = 0, z > 0} は，問題

3-2の意味でなめらかな曲面を与える．ただし a は正の定数．このとき，S
0 := S \ {(x, 0, z) ; x < 0} のパラメータ表示 p(⇠, ⌘) で，その第一基本形式が d⇠

2 + d⌘
2 となるものを与えなさい．
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問題 4-2

問題
実数 ↵ に対して

p↵(u, v) :=

0

@
cos↵ cos v coshu� sin↵ sin v sinhu

cos↵ sin v coshu+ sin↵ cos v sinhu

u cos↵� v sin↵

1

A

とおく．このとき p↵ の主曲率関数 1(u, v), 2(u, v) (1 = 2)，および，j (j = 1, 2) に対する主方向
vj(u, v) = ↵j(u, v)pu(u, v) + �j(u, v)pv(u, v) を与える関数
↵j(u, v), �j(u, v) (j = 1, 2) を求めなさい．
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本日の課題の提出締切は

2023年1月16日（月曜日）07:00 JST
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