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設定
I U : uv-平面の領域；V : ξη-平面の領域
I ϕ : V → U：微分同相（パラメータ変換）
I P：ヤコビ行列

P :=

(
uξ uη
vξ vη

)
I p : U → R3：正則曲面；ν：単位法線ベクトル
I p̃ := p ◦ ϕ；ν̃ := ν ◦ ϕ．
I p̌ := Rp+ a，ν̌ := Rν (R ∈ O(3), a ∈ R3)
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第一基本量・第二基本量（復習）

Î :=

(
E F
F G

)
=

(
tpu
tpv

)
(pu, pv) =

(
pu · pu pu · pv
pv · pu pv · pv

)
ÎI :=

(
L M
M N

)
= −

(
tpu
tpv

)
(νu, νv)

= −
(
pu · νu pu · νv
pv · νu pv · νv

)
=

(
puu · ν puv · ν
pvu · ν pvv · ν

)
.
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主曲率・ガウス曲率・平均曲率（復習）
p(u, v): 正則曲面

定義
ワインガルテン行列 A := Î −1 ÎI の
I 固有値 κ1, κ2 を主曲率という．
I 主曲率の平均を平均曲率という：

H :=
1

2
(κ1 + κ2) =

1

2
trA.

I 主曲率の積をガウス曲率という：

K := κ1κ2 = detA =
det ÎI

det Î
.

Q: ワインガルテン行列の固有ベクトルの意味は？
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法曲率
曲面上の曲線 γ(t) = p

(
u(t), v(t)

)
が t = 0 で P = p(u0, v0) を通

るとする．とくに t が γ の弧長パラメータとすると，

幾何学概論第二 平均曲率・ガウス曲率の幾何学的性質 2023/01/05 5 / 9



法曲率
曲面上の曲線 γ(t) = p

(
u(t), v(t)

)
が t = 0 で P = p(u0, v0) を通

るとする．とくに t が γ の弧長パラメータとすると，
1 =

∣∣∣dγdt ∣∣∣2 = |u̇pu + v̇pv|2 = u̇2E + 2u̇v̇F + v̇2G が成り立ってい
る．このとき γ̈(0) · ν(u0, v0) を γ の P における法曲率という：
命題
法曲率は曲線の速度ベクトルのみに依存し，加速度ベクトルには
依存しない．

証明.
チェイン・ルールより
γ̈ = (u̇)2puu + 2u̇v̇puv + (v̇2)pvv + üpu + v̈pv となるが，pu, pv は
ν と直交する．具体的には γ̈ · ν = u̇2L+ 2u̇v̇M + v̇2N．
そこで v := γ̇(0) = αpu(u0, v0) + βpv(u0, v0)，（|v| = 1）となる
曲線 γの P における法曲率を「点 P における v方向の法曲率」
とよび
κn(v) := α2L+2αβM+β2N,

(
|v|2 = α2E+2αβF+β2G = 1

)
と書く．ただし E, F , G, L, M , N は (u0, v0) における値．
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問題 4-1

問題
集合 S := {t(x, y, z) ∈ R3 ; x2 + y2 − a2z2 = 0, z > 0} は，問題
3-2の意味でなめらかな曲面を与える．ただし a は正の定数．こ
のとき，S′ := S \ {(x, 0, z)x < 0} のパラメータ表示 p(ξ, η) で，
その第一基本形式が dξ2 + dη2 となるものを与えなさい．
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問題 4-2

問題
実数 α に対して

pα(u, v) :=

cosα cos v coshu− sinα sin v sinhu
cosα sin v coshu+ sinα cos v sinhu

u cosα− v sinα


とおく．このとき pα の主曲率関数 κ1(u, v), κ2(u, v) (κ1 = κ2)，
および，κj (j = 1, 2) に対する主方向
vj(u, v) = αj(u, v)pu(u, v) + βj(u, v)pv(u, v) を与える関数
αj(u, v), βj(u, v) (j = 1, 2) を求めなさい．
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