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第一基本量・第二基本量（復習）
I U ⇢ R2：uv平面の領域
I p : U ! R3：正則曲面；⌫：単位法線ベクトル

bI :=

✓
E F
F G

◆
=

✓
tpu
tpv

◆
(pu, pv) =

✓
pu · pu pu · pv
pv · pu pv · pv

◆

bII :=

✓
L M
M N

◆
= �

✓
tpu
tpv

◆
(⌫u, ⌫v)

= �
✓
pu · ⌫u pu · ⌫v
pv · ⌫u pv · ⌫v

◆
=

✓
puu · ⌫ puv · ⌫
pvu · ⌫ pvv · ⌫

◆
.
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主曲率・ガウス曲率・平均曲率（復習）
p(u, v): 正則曲面
定義
ワインガルテン行列 A := bI �1 bII の
I 固有値 1, 2 を主曲率という．
I 主曲率の平均を平均曲率という：

H :=
1

2
(1 + 2) =

1

2
trA.

I 主曲率の積をガウス曲率という：
K := 12 = detA =

det bII
det bI

.
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ワインガルテンの公式
定理 (ワインガルテンの公式，定理 3.4)
(⌫u, ⌫v) = �(pu, pv)A，すなわち

⌫u = �A1
1pu �A2

1pv

⌫v = �A1
2pu �A2

2pv

事実
すべての点が臍点ならば，球面または平面の一部
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ガウスの公式
クリストッフェル記号 �k

ij：
✓
�1
11 �1

12(= �1
21) �1

22

�2
11 �2

12(= �2
21) �2

22

◆
:=

1

2
bI �1

✓
Eu Ev 2Fv �Gu

2Fu � Ev Gu Gv

◆
.

定理 (ガウスの公式)

puu = �1
11pu + �2

11pv + L⌫,

puv = �1
12pu + �2

12pv +M⌫,

pvv = �1
22pu + �2

22pv +N⌫.
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例：等温座標系の場合
ds2 = e2�(du2 + dv2), II = Ldu2 + 2M dudv +N dv2 のとき

puu = �upu � �vpv + L⌫,

puv = �vpu + �upv +M⌫,

pvv = ��upu + �vpv +N⌫.
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一般論：ガウス枠とガウス・ワインガルテン方程式
F := (pu, pv, ⌫) : U ! GL(3,R)：ガウス枠
定理 (定理 5.2)

Fu = F⌦, Fv = F⇤,
0

@⌦ =

0

@
�1
11 �1

12 �A1
1

�2
11 �2

12 �A2
1

L M 0

1

A , ⇤ =

0

@
�1
21 �1

22 �A1
2

�2
21 �2

22 �A2
2

M N 0

1

A

1

A
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可積分条件
命題 (命題 5.3)

⌦v � ⇤u � ⌦⇤+ ⇤⌦ = O
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曲面論の基本定理
定理 (曲面論の基本定理)
R2 の単連結領域 U 上で定義された 6つの C1-級関数E, F , G,
L, M , N がE > 0, G > 0, EG� F 2 > 0 および

⌦v � ⇤u � ⌦⇤+ ⇤⌦ = O

を満たすならば，正則曲面 p : U ! R3 で第一基本量，第二基本量がそれぞれ E, F , G, L, M , N となるものが，合同変換を除きただ一つ存在する．
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問題 5-1

問題
領域 U ⇢ R2 上で定義された正則曲面 p : U ! R3 の第一・第二基本形式が次の形であるとする：

ds2 = e2�(du2 + dv2), II = Ldu2 + 2M dudv +N dv2.

ただし �, L, M , N は U で定義された C1-級関数，(u, v) は R2

の座標である．
I p が極小曲面であるとき p の各成分は (u, v) に関する調和関数であることを示しなさい．
I p の平均曲率が一定のとき，M , L�N は共に (u, v) に関する調和関数であることを示しなさい．
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問題 5-2

問題
領域 U ⇢ R2 上で定義された正則曲面 p : U ! R3 の第一基本形式，第二基本形式が
ds2 = cos2 ✓

2
du2 + sin2 ✓

2
dv2, II = c cos ✓

2
sin ✓

2
(du2 � dv2)

と表されているとする．ただし (⇠, ⌘) は R2 の座標，
✓ : U ! (0,⇡) は C1-関数，c は正の定数である．
I p のガウス曲率を求めなさい．
I 可積分条件を ✓ に関する方程式として具体的に記述しなさい．
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