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第一基本量・第二基本量（復習）
I U ⊂ R2：uv平面の領域
I p : U → R3：正則曲面；ν：単位法線ベクトル

Î :=

(
E F
F G

)
=

(
tpu
tpv

)
(pu, pv) =

(
pu · pu pu · pv
pv · pu pv · pv

)
E > 0, G > 0, EG− F 2 > 0

ÎI :=

(
L M
M N

)
= −

(
pu · νu pu · νv
pv · νu pv · νv

)
=

(
puu · ν puv · ν
pvu · ν pvv · ν

)
,

A := Î −1 ÎI ,

K := detA, H :=
1

2
trA
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ガウス・ワインガルテンの公式
クリストッフェル記号 Γk

ij：(
Γ1
11 Γ1

12(= Γ1
21) Γ1

22

Γ2
11 Γ2

12(= Γ2
21) Γ2

22

)
:=

1

2
Î −1

(
Eu Ev 2Fv −Gu

2Fu − Ev Gu Gv

)
.

ガウス・ワインガルテンの公式

puu = Γ1
11pu + Γ2

11pv + Lν,

puv = Γ1
12pu + Γ2

12pv +Mν,

pvv = Γ1
22pu + Γ2

22pv +Nν,

νu = −A1
1pu −A2

1pv

νv = −A1
2pu −A2

2pv
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ガウス枠
F := (pu, pv, ν) : U → GL(3,R)：ガウス枠

Fu = FΩ, Fv = FΛ,Ω =

Γ1
11 Γ1

12 −A1
1

Γ2
11 Γ2

12 −A2
1

L M 0

 , Λ =

Γ1
21 Γ1

22 −A1
2

Γ2
21 Γ2

22 −A2
2

M N 0


可積分条件

Ωv − Λu − ΩΛ+ ΛΩ = O (∗)

定理 (曲面論の基本定理)
R2 の単連結領域 U 上で定義された 6つの C∞-級関数E, F , G,
L, M , N がE > 0, G > 0, EG− F 2 > 0 および (∗) を満たす
⇒ 正則曲面 p : U → R3 で第一基本量，第二基本量がそれぞれ E,
F , G, L, M , N となるものが，合同変換を除きただ一つ存在する．
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問題 5-1

問題
領域 U ⊂ R2 上で定義された正則曲面 p : U → R3 の第一・第二
基本形式が次の形であるとする：

ds2 = e2σ(du2 + dv2), II = Ldu2 + 2M dudv +N dv2.

ただし σ, L, M , N は U で定義された C∞-級関数，(u, v) は R2

の座標である．
I p が極小曲面であるとき p の各成分は (u, v) に関する調和関
数であることを示しなさい．

I p の平均曲率が一定のとき，M , L−N は共に (u, v) に関す
る調和関数であることを示しなさい．
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等温座標系
等温座標系：ds2 = e2σ(du2 + dv2) となるパラメータ (u, v)．
I 局所的には等温座標系が存在する（テキスト §15）
I 2つの等温座標系 (u, v) と (ξ, η) の間のパラメータ変換は

(1)

{
ξu = ηv

ξv = −ηu
または (2)

{
ξu = −ηv

ξv = ηu

を満たす．
I (1) のとき，z = u+ iv 7→ w = ξ + iη は複素解析的．
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等温座標系におけるガウス・ワインガルテン方程式
ds2 = e2σ(du2 + dv2), II = Ldu2 + 2M dudv +N dv2

Fu = FΩ, Fv = FΛ,

Ω =

 σu σv −e−2σL
−σv σu −e−2σM
L M 0

 , Λ =

σv −σu −e−2σM
σu σv −e−2σN
M N 0

 .
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極小曲面

ds2 = e2σ(du2 + dv2), II = Ldu2 + 2M dudv +N dv2.

H = 1
2e

−2σ(L+N)．

∆p = puu + pvv = σupu − σvpv + Lν − σupv + σvpv +Nν

= (L+N)ν = 2e2σH.
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等温座標系における可積分条件

Ωv − Λv − ΩΛ+ ΛΩ =

0 −P e−2σQ
P 0 e−2σR
Q R 0

 = O

⇔ 
P = −∆σ − e−2σ(LN −M2) = 0

Q = Lv −Mu − σvL− σvN = 0

R = Mv −Nu − σuL− σuN = 0

とくに

K = e−4σ(LN −M2) = −e−2σ∆σ. (ガウス方程式)
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驚異の定理
一般に

定理 (テキスト 111ページ (10.10) 式)
ガウス曲率は第一基本量のみで表される．
I 正確な地図は作れない．
I 一般にガウス枠は直交行列にならない．
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コダッチ方程式

Q = Lv −Mu − σvL− σvN = 0

R = Mv −Nu − σuL− σuN = 0
(1)

平均曲率一定の場合：

2Hu = (e−2σ(L+N))u = 0, 2Hv = (e−2σ(L+N))v = 0

このとき (1) は次のように書き換えられる：{
(L−N)u = −Mv

(L−N)v = Mu

幾何学概論第二 ガウス・コダッチ方程式 2023/02/02 11 / 13



問題 5-2

問題
領域 U ⊂ R2 上で定義された正則曲面 p : U → R3 の第一基本形
式，第二基本形式が

ds2 = cos2 θ
2
du2 + sin2 θ

2
dv2, II = c cos θ

2
sin θ

2
(du2 − dv2)

と表されているとする．ただし (ξ, η) は R2 の座標，
θ : U → (0, π) は C∞-関数，c は正の定数である．
I p のガウス曲率を求めなさい．
I 可積分条件を θ に関する方程式として具体的に記述しな
さい．
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負定曲率曲面

ds2 = cos2 θ
2
du2 + sin2 θ

2
dv2, II = c cos θ

2
sin θ

2
(du2 − dv2)

I K = −c2

I 可積分条件 ⇔ θuu − θvv = c2 sin θ
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