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準測地線と測地線

定義
曲面上の正則曲線 γ(t) = p(u(t), v(t)) が
I 準測地線 ⇔ [γ̈(t)]T が γ̇(t) と一次従属．
I 測地線 ⇔ [γ̈(t)]T = 0
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準測地線と測地線

命題
曲面上の曲線 γ(t) = p(u(t), v(t)) が，
I 測地線ならば，|γ̇(t)| は t によらず一定である．
I 準測地線ならば，パラメータを弧長に取り替えれば測地線で
ある．

事実
曲面上の 2点を結ぶ曲線のうち，長さ最小のものが存在するなら
ばそれは準測地線である．
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存在と一意性

命題
曲線 p(u(t), v(t)) が測地線 ⇔{

ü+ u̇2Γ1
11 + 2u̇v̇Γ1

12 + v̇2Γ1
22 = 0

v̈ + u̇2Γ2
11 + 2u̇v̇Γ2

12 + v̇2Γ2
22 = 0

事実
曲面 p 上の測地線 γ(t) で，γ(0) = p(u0, v0)，
γ̇(0) = αpu(u0, v0) + βpv(u0, v0) となるものがただ一つ存在する．
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問題 6-1

問題
正の定数 a に対して，円錐面 p(r, θ) =

(
r cos θ, r sin θ, ra

)
((r, θ) ∈ (0,∞)× (−π, π)) の測地線 γ(t) で，次の条件を満たす
ものを求めなさい：γ(0) = p(1, 0)，γ̇(0) = pθ(1, 0)．
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円錐面の測地線
p(r, θ) =

(
r cos θ, r sin θ, ra

)
(問題 4-1)

prr = 0,

prθ =
1

r
pθ = [prθ]

T ,

[pθθ]
T = pθθ − (pθθ · ν)ν = − a2r

1 + a2
pr.

円錐面
だから γ(t) = p(r(t), θ(t)) に対して

[γ̈(t)]T =

(
r̈ − θ̇2

a2r

1 + a2

)
pr +

(
θ̈ +

2

r
ṙθ̇

)
pθ
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円錐面の測地線
r̈ − θ̇2

a2r

1 + a2
= 0

θ̈ +
2

r
ṙθ̇ = 0

,

{
(r(0), θ(0)) = (1, 0)

(ṙ(0), θ̇(0)) = (0, 1)

幾何学概論第二 ガウス・コダッチ方程式 2023/02/02 7 / 14



円錐面の測地線

ds2 =
1 + a2

a2
dr2 + r2dθ2

= dρ2 + ρ2dϕ2 = dξ2 + dη2,

ρ =

√
1 + a2

a
r, ϕ =

a√
1 + a2

θ

(ξ, η) = (ρ cosϕ, ρ sinϕ)

求める測地線は

ξ =

√
1 + a2

a
= ρ cosϕ, ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 = 1.
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問題 6-2

問題
曲面 p : R× (0,∞) → R3 を
p(u, v) := (sech v cosu, sech v sinu, v − tanh v) で与えるとき，
uv-平面上の曲線 La := {(u, v) ;u = a, v > 0},
Ca,b := {(u, v) ; (u− a)2 + cosh2 v = b2, v > 0} に対応する曲面上
の曲線は準測地線であることを示しなさい．ただし a ∈ R,
b ∈ (1,∞) は定数である．
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擬球面
擬球面：問題 2-1 の b = 0 の場合；

p = sech ve1 + (v − tanh v)e2,

pu = sech ve2,

pv = tanh v(− sech ve1 + tanh ve3),

ν = tanh ve1 + tanh ve3,

ds2 = sech2 v du2 + tanh2 v dv2
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擬球面の測地線 La

γ(v) = p(a, v),

γ̇(v) = pv = tanh v(− sech ve1 + tanh ve3),

γ̈(v) = pvv = (− tanh v sech v)′e1 + (tanh v)′e3,

ν = tanh ve1 + sech ve3
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擬球面の測地線 Ca,b

v = v(u) として

u− a+ v̇ cosh v sinh v = 0,

1 + v̈ cosh v sinh v + (v̇)2(cosh2 v + sinh2 v) = 0

γ(u) = p(u, v(u)) = sech ve1 + (v − tanh v)e3

γ̇(u) = − tanh v sech vv̇e1 + sech ve2 + 2 tanh v sech2 ve3

γ̈(u) = (−v̈ tanh v sech v − sech v + v̇2(tanh2 v − sech2 v))e1

− 2v̇ tanh v sech ve2 + (v̈ tanh2 v + 2v̇2 tanh v sech2 v)e3,

ν = tanh ve1 + sech ve3.
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擬球面上の三角形
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三角形のガウス・ボンネの定理
I p : R2 ⊃ U → R3：正則曲面
I γ1(t),γ2(t), γ3(t) (0 5 t 5 1)：
I γ1(1) = γ2(0) = B, γ2(1) = γ3(0) = C, γ3(1) = γ1(0) = A
I γj をつなげて得られるループの内部の閉包∆ABCが閉円板
と同相．

I ∠A, ∠B,∠C：測地線が p(A), p(B), p(C) において各測地線
分が成す角．

定理 (ガウス・ボンネの定理，テキスト 定理 10.6)
線分 γ̂j = p ◦ γj (j = 1, 2, 3) が測地線であるとき，

∠A+∠B+∠C = π+

∫
∆ABC

K dA (dA =
√
EG− F 2 du dv).
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例：球面の場合
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擬球面

ds2 = sech2 v du2 + tanh2 v dv2
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