
2023年 2月 9日 10時 45分 ∼12時 15分 (2023年 2月 9日, Ver 1.1)

山田光太郎
kotaro@math.titech.ac.jp No. 1/3

幾何学概論第二 定期試験 〔問題 1〕

注意事項
� 解答は, 解答用紙の所定の欄に, 採点者が読みとり, 理解できるように書いてください.

� 試験終了後，問題用紙・解答用紙を回収します．枚数が不足している答案は採点しません．
� 採点に関する質問・クレイムなどは答案返却後１週間後（正確な期限は決まり次第連絡し
ます）までに山田まで電子メイルにてお申し出ください．指定期日以降のクレイムは，た
とえこちらの採点に不備があったとしても受け付けません．ご了承下さい．

� 成績は試験と課題の得点から以下で決定する：課題の得点の合計を x 点，課題得点のク

ラス最大値を xmax = 27 点，この試験の得点を y 点としたとき，

Z := 5×
[ z
5

]
, z := (1− p)

(
100x

xmax

)
+ py, p := 0.3 + 0.7a

� この試験の各問の配点を合計すると 100 点をはるかに超えるが，合計得点と 100 のうち
大きくない方を試験の得点とする．

問題 0 の回答欄
(a の値; 注意事項参照)

紙媒体 のみ持込可

問題 0 成績評価に用いる重み a ∈ [0, 1] は a = とする（この用紙の上部の所定の欄に記入；必須．）．

問題A [90 点] 次の 1 ∼ 16 に最もよく充てはまる数・式を入れ，下線 a, b に関して，後の問題 a,

問題 b に答えなさい．

■A1 領域 U = (−π, π) × R から R3 への写像 p を p(u, v) :=
t(
sech v cosu, sech v sinu, tanh v

)
で定めると，p は

a
正則曲面（曲面の正則なパラメータ表示）を与える．p の第一基本形式は (u, v)

の具体的な関数を用いて ds2 = 1 du2 + 2 2 du dv + 3 dv2 と表される．また，単位法線ベ

クトル場 ν を ν =
t (

4 , 5 , 6
)
と取れば，第二基本形式は (u, v) の具体的な関数を用いて

II = 7 du2 + 2 8 du dv + 9 dv2 と表されるので p の平均曲率は H = 10 となる．

領域 U 上の 3つの曲線

C1 :=
{
(u, v)

∣∣∣u = 0, 0 ≦ v ≦ log(1 +
√
2)
}
, C2 :=

{
(u, v)

∣∣∣ v = 0, 0 ≦ u ≦ π

2

}
,

C3 :=
{
(u, v)

∣∣∣ cosu = sinh v, 0 ≦ u ≦ π

2

}
を考える．これらに対応する曲面上の曲線は

b
準測地線を与える．曲線 C1, C2, C3 で囲まれる U 上

の有界領域を ∆，その閉包を ∆ とする．このとき，∆ に対応する曲面上の部分の面積は 11 ，曲線

C1 に対応する曲面上の曲線の長さは 12 ，曲線 C2，曲線 C3 に対応する曲面上の曲線が p(π2 , 0)

において成す角（R3 において接ベクトルの成す角）の大きさは 13 である．

■A2 正則曲面 q : R2 3 (u, v) 7→ t
(u, u3, v) ∈ R3 の主曲率は 14 , 15 となるので，q の臍点全

体の集合は 16 である．

問題 a: p が正則曲面を与えることを示しなさい．

問題 b: 曲線 C2 が準測地線であることを示しなさい．
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問題B [40 点] 次は正しいか．正しければ○，そうでなければ×を解答欄の [ ] 内に記し，その理由を述

べなさい．

問題 B1: ガウス曲率が恒等的に零であるような正則曲面の像は平面の一部である．

問題 B2: 正則曲面上の点 P におけるワインガルテン行列 A の 2つの固有値が一致するならば，A

は単位行列のスカラ倍である．

問題 B3: 正則曲面上の異なる 2 点を結ぶ測地線は，存在すればパラメータ変換を除き唯一つで

ある．

問題 B4: 正則曲面 p(u, v) のガウス枠 F := (pu, pv, ν) は，パラメータ (u, v) を適切に選べば直交

行列に値をとるようにできる．

問題C [0 点] この科目の講義，教材，試験などに関する意見，希望，誹謗，中傷などをお書きください．

何を書いても怒りません．

問題 Cの回答欄

参考：双曲線関数の性質

coshx =
ex + e−x

2
, sinhx =

ex − e−x

2
, tanhx =

ex − e−x

ex + e−x
=

sinhx

coshx
, sechx =

1

coshx
,

cosh2 x− sinh2 x = 1, 1− tanh2 x = sech2 x

d

dx
coshx = sinhx,

d

dx
sinhx = coshx,

d

dx
tanhx = 1− tanh2 x = sech2 x.

おつかれさまでした ♥
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幾何学概論第二 定期試験 〔解答用紙 1〕

問題A の解答欄

1

sech2 v
2

0
3

sech2 v

4

sech v cos u
5

sech v sin u
6

tanh v
符号違いも可

7

− sech2 v
8

0
9

− sech2 v
4–6 の符号による．

10

−2

11 π

4

12 π

4

13 π

4

10: 7–10 の符号による
12: tan−1(1 +

√
2) = 3

8
π

に気づいていなくても可．ここは
sinh log(1 +

√
2) = 1 に気づ

けば簡単．

14 −6u
√
1 + 9u4

3

15

0

16

{(u, v) | u = 0}
14, 15 は順不同
14 の符号違いは可（法線のとり方に
依存するから）
16 は z 軸でも可

問題 a

e1 =
t
(cosu, sinu, 0), e2 = d

due1 =
t
(− sinu, cosu, 0), e3 =

t
(0, 0, 1) とおくと，これら

は正の向きの正規直交系を与える．

p = sech ve1 + tanh ve3 なので pu = sech ve2，pv = sech v(− tanh ve1 + sech ve3)．

したがって |pu|2|pv|2 − (pu · pv)2 = sech4 v > 0 なので，pu と pv は一次独立．

「pv の第三成分が零でない」だけでは不正解．pu 6= 0 が必要．

問題 b

問題 a と同じ記号を用いて C2 の像は γ(u) := p(u, 0) = e1(u)．

したがって ′ = d/dv として γ′(u) = e2(u)，γ′′(u) = −e1(u) = −γ(u) = −ν(u, 0)．

したがって [γ′′]
T
= 0 なので γ は測地線．とくに準測地線である．
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幾何学概論第二 定期試験 〔解答用紙 2〕

問題B の解答欄 ○×不正解：0 点；理由空欄：0 点；○×正解，理由瑕疵あり：5 点

問題 B1:[ × ]

問題 A2 の曲面 q のガウス曲率は恒等的に零であるが，像は平面の一部にならない．

「主曲率の一方が零でないことがありうる」は不正解．反例を具体的にあげなければ「正しくない」ことの根拠

にはならない．A2 はそのための伏線

問題 B2:[ ○ ]

R3 の合同変換により， P は原点で，そこで曲面 p(u, v) が xy-平面に接するとしてよい．

このとき，曲面は xy-平面の領域上のグラフ p̃(x, y) = (x, y, f(x, y)) と書き表せ，パラメータ変

換 (x, y) 7→ (u, v) のヤコビ行列を P とすると，p̃ のワインガルテン行列は Ã = P−1AP．ここ

で fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0 だから Ã は第二基本行列と一致するので対称行列．とくに対角化可能

なので，固有値が重根であることと合わせて Q−1ÃQ = λI (I は単位行列) とかける．したがって

A = λPQIQ−1P−1 = λI．

A が対角化可能であることに言及していないもの・条件なしに A が対称としているものは不正解

問題 B3:[ × ]

問題 A1 の曲線 C1, C3 の定義域を −π
2 ≦ u ≦ π

2 まで拡張すると，対応する曲面上の曲

線はいずれも p(−π
2 , 0) と p(π2 , 0) を結ぶ準測地線である．

問題 B4:[ × ]

もしも (pu, pv, ν) が直交行列なら，pu · pu = pv · pv = 1，pu · pv = 0 なので，第一基本

形式は du2 + dv2 となる．このガウス曲率は恒等的に 0 であるが，一般に，ガウス曲率

が零でない曲面は存在する．実際，問題 A1 の p のガウス曲率は 1 である．
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